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La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io P) (x- a)k

- K
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La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io PY(a) (x- a)k

k=0

Montre que ((X — a)k) . est une base et donne les coordonnées dans
cette base
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La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io PY(a) (x - a)k

— k!

Lien entre divisibilité et racine.
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La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io P) (x- a)k

- K

En particulier, pour a = 0, on obtient :
I p(k)
_ 5 PYA0) ok
P(X) = E TX

k=0
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La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io PY(a) (x - a)k

- K

En particulier, pour a = 0, on obtient :

00 p(k)
P(X):ZL k!(o)xk

k=0

Donne le lien entre les coordonnées dans la base canonique et les dérivées
successives en 0

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC



La formule de Taylor sur les polyn6mes

Soit P € K[X] et a € K, alors on a:

P(X) = io P) (x - a)k

- K

En particulier, pour a = 0, on obtient :

+00 p(k)
P(X) = Z s k|(0)Xk
k=0 ’

Enfin, on a :

P(X + a) = io P (zl(a)xk

k=0
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=X PK(0
P(X) = Z kl( )Xk
k=0
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+00 p(k)
P(X) = Z & k|(0)Xk
k=0 ’

» La formule de Taylor est exacte pour les polynémes (pas besoin de
reste, ni de petit o).
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+00 p(k)
P(X) = Z & k|(0)Xk
k=0 ’

» La formule de Taylor est exacte pour les polynémes (pas besoin de
reste, ni de petit o).

» On I'écrit comme une somme infinie mais c'est en fait une somme
finie (jusqu'au degré de P).
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=X PK(0
P(X)=>" kl()xk
k=0 ’

» La formule de Taylor est exacte pour les polynémes (pas besoin de
reste, ni de petit o).

» On I'écrit comme une somme infinie mais c'est en fait une somme
finie (jusqu'au degré de P).
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+00 p(k)
P(X) = Z & k|(0)Xk
k=0 ’

» La formule de Taylor est exacte pour les polynémes (pas besoin de
reste, ni de petit o).

» On I'écrit comme une somme infinie mais c'est en fait une somme
finie (jusqu'au degré de P).

» Pour la retrouver :
P=ag+ a1 X + &X? + -+ a,X" ao = P(0)

P’ =a; + 2a X + 333X2 + -+ na,,X”_l a = P/(())
P" =2ay +3 x 2a3X + - -+ + n(n — 1)a,X""2 22, = P"(0)

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC 3/40



+oo p(k
p(k)
P(X) = —kl(o)xk
k=0 ’ )
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oo p(k)
P(X):Z—P k!(o)xk

k=0

» Si deux polynémes sont égaux sur un intervalle du type | — o, af avec
a > 0, alors ils ont les mémes coefficients et sont égaux partout !
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» Si deux polyndmes sont égaux sur un intervalle du type | — a, af avec
a > 0, alors ils ont les mémes coefficients et sont égaux partout (faux
pour les fonctions) !
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» Si deux polyndmes sont égaux sur un intervalle du type | — a, af avec
a > 0, alors ils ont les mémes coefficients et sont égaux partout (faux
pour les fonctions) !

v,

oo pk)
P(X+a)=>_ %X"
k=0 '
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» Si deux polyndmes sont égaux sur un intervalle du type | — a, af avec
a > 0, alors ils ont les mémes coefficients et sont égaux partout (faux
pour les fonctions) !

oo p(k)
P(X+a)=>_ kl(a)xk
k=0 ’

» Cette formule permet de trouver |'expression du polynéme composé
P(X + a) en fonction du polynéme P.
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynomes.
Ry X] — Ru[X]
x+1

e P — x~ e_X/ P(t)e'dt

x—1
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynomes.
Ry X] — Ru[X]
x+1

e P — x~ e_X/ P(t)e'dt

x—1

> Montrer que  est bien définie et que ¢ € L(R,[X])
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynémes.
Ru[X] — Ry[X]

P x»—>e*X/

x—1

. x+1
v P(t)e'dt

» Montrer que ¢ est bien définie et que ¢ € L(R,[X]) Il s'agit de
montrer que : Vn € N, p(X") € R,[X], la linéarité est évidente.
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynomes.
Ry X] — Ru[X]
Q: x+1
P — x~ e_X/ P(t)e'dt

x—1
> Montrer que  est bien définie et que ¢ € L(R,[X])
» Montrer que pour P € R,[X] :

o(P) : x —> /_11 P(u+ x)e"du
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynémes.
Ru[X] — Ry[X]
Q: x+1
P — xw e*X/ P(t)e'dt

x—1
> Montrer que  est bien définie et que ¢ € L(R,[X])
» Montrer que pour P € R,[X] :

©(P) : x — / P(u+ x)e“du

On utilise un changement de varlable t=u+x,u=t—x
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynomes.
Ry X] — Ru[X]
Q: x+1
P — x~ e_X/ P(t)e'dt

x—1
> Montrer que  est bien définie et que ¢ € L(R,[X])
» Montrer que pour P € R,[X] :
o(P) : x —> /1 P(u+ x)e"du
> Vérifier : - .
Iao, ..., an) € R™, VP € Ry[X], o(P) =" P
k=0
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Exemples d'application

On identifie les fonctions polynomiales et les polynémes.
Ru[X] — Ry[X]
14 P — x~ e_x/

x—1

x—+1
P(t)e'dt

> Montrer que  est bien définie et que ¢ € L(R,[X])
» Montrer que pour P € R,[X] :
o(P) : x — /1 P(u+ x)e“du
> Vérifier : - .
J(a, ..., an) € R™ WP € Ry[X], @(P) = ayP®
k=0

En utilisant la formule de Taylor sur les polynémes
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Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C” au voisinage de a. Alors f admet un DL,
en a donné par :
f(a)
2

Fx) = F(a)+ F(a)(x — a) +
+o[(x — a)"

= Z 9 X2 of— a1

(x— a2 + -+ F () ;!a)n
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Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C" au voisinage de a. Alors f admet un DL,
en a donné par :

f(x) =,f(a)+ f(a)(x - a) + fﬂéa) (x = )2 4o 4 F0 () X =2
+ o[(x — a)"]

= Z 9 X2 of— a1

En particulier dans le cas a= 0, on a:

f(x) = f(O)—i—f’(O)x—i-f”éO)xz—i--- (0)—n+o( ™

k
_ (k) n
Hokiof (O) 3 +0().

Sylvain Pelletier
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Formule de Taylor-Young

f(x) = Zf(k)(oﬁ: Zﬂk (0) + 0 (")
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Formule de Taylor-Young

n

k
09,2, 2 90 +o) =, 3 100 T+ 0 (¢

> |l s'agit d'une égalité asymptotique : lorsque x tends vers 0, la
fonction f est presque un polynéme sauf un reste qui tends vers 0
plus vite que x".
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Formule de Taylor-Young

n

k
09,2, 2 90 +o) =, 3 100 T+ 0 (¢

> |l s'agit d'une égalité asymptotique : lorsque x tends vers 0, la
fonction f est presque un polyndme (son polynéme de Taylor) sauf un
reste qui tends vers O plus vite que x".
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Formule de Taylor-Young

n

k
f(X) — Z (k)( )k| +o(x”) Xiozf(k (O) + O (Xn+1)
0

x—0 o P ]

> |l s'agit d'une égalité asymptotique : lorsque x tends vers 0, la
fonction f est presque un polyndme (son polynéme de Taylor) sauf un

reste qui tends vers 0 plus vite que x".

> Permet d'obtenir les développements limités usuels, mais pour une
fonction quelconque, il est recommandé d'utiliser les méthodes de

calculs de DL.
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Formule de Taylor-Young

Z £ k) + o(x") Xio Z £(k) (O) + O (Xn+1)
k=

f(x)

X*)O

> |l s'agit d'une égalité asymptotique : lorsque x tends vers 0, la
fonction f est presque un polyndme (son polynéme de Taylor) sauf un
reste qui tends vers O plus vite que x".

> Permet d'obtenir les développements limités usuels, mais pour une
fonction quelconque, il est recommandé d'utiliser les méthodes de
calculs de DL.

» Parfois, on calcule les dérivées successives en 0 en calculant le DL.
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ralités sur les DLs

» Pour retrouver les régles de manipulation : o(x") désigne ¢(x)x", ou
€(x) est une fonction inconnue de limite nulle. O (x") désigne

b(x)x", ou b(x) est une fonction bornée.
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éralités sur les DLs

n ou

» Pour retrouver les régles de manipulation : o(x") désigne ¢(x)x
€(x) est une fonction inconnue de limite nulle. O (x") désigne

b(x)x", ou b(x) est une fonction bornée.

» L'ordre du DL correspond au nombre de chiffres significatifs (on
maitrise le degré de précision). On écrit donc toujours les termes dans
le bon ordre et les DLs sont uniques.
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éralités sur les DLs

» Pour retrouver les régles de manipulation : o(x") désigne ¢(x)x", ou
€(x) est une fonction inconnue de limite nulle. O (x") désigne

b(x)x", ou b(x) est une fonction bornée.

» L'ordre du DL correspond au nombre de chiffres significatifs (on
maitrise le degré de précision). On écrit donc toujours les termes dans
le bon ordre et les DLs sont uniques.

> Un DL est presque une égalité : on peut passer les termes de gauche a
droite du signe =. On peut remplacer partout une fonction par son DL
(sauf pour dériver). Mais c'est une égalité asymptotique : la variable
x ne se quantifie pas. L'information donné par le DL est locale.
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éralités sur les DLs

n ou

» Pour retrouver les régles de manipulation : o(x") désigne ¢(x)x
€(x) est une fonction inconnue de limite nulle. O (x") désigne

b(x)x", ou b(x) est une fonction bornée.

» L'ordre du DL correspond au nombre de chiffres significatifs (on
maitrise le degré de précision). On écrit donc toujours les termes dans
le bon ordre et les DLs sont uniques.

> Un DL est presque une égalité : on peut passer les termes de gauche a
droite du signe =. On peut remplacer partout une fonction par son DL
(sauf pour dériver). Mais c'est une égalité asymptotique : la variable
x ne se quantifie pas. L'information donné par le DL est locale.

» On ne sait jamais a quel ordre il faut faire un DL. Si on a un ordre
trop élevé il suffit de tronquer, si on n'a pas fait assez de calculs il
faut recommencer.
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éralités sur les DLs

» Pour retrouver les régles de manipulation : o(x") désigne ¢(x)x", ou
€(x) est une fonction inconnue de limite nulle. O (x") désigne
b(x)x", ou b(x) est une fonction bornée.

» L'ordre du DL correspond au nombre de chiffres significatifs (on
maitrise le degré de précision). On écrit donc toujours les termes dans
le bon ordre et les DLs sont uniques.

> Un DL est presque une égalité : on peut passer les termes de gauche a
droite du signe =. On peut remplacer partout une fonction par son DL
(sauf pour dériver). Mais c'est une égalité asymptotique : la variable
x ne se quantifie pas. L'information donné par le DL est locale.

» On ne sait jamais a quel ordre il faut faire un DL sauf de préparer le
calcul mentalement. Si on a un ordre trop élevé il suffit de tronquer,
si on n'a pas fait assez de calculs il faut recommencer.
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Généralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))
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Généralités sur les DLs

> f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — 2))
Attention pas de généralisation aux ordres supérieurs
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éralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))
P> Avec Taylor-Young, on peut souvent gagner un ordre en utilisant un

« grand o ». Précisément I'écriture avec un O (x"*1) est plus
x—0

précise que °, (x™) : on indique le degré du terme suivant (que |'on
X—>

ne calcule pas)
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éralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))

P> Avec Taylor-Young, on peut souvent gagner un ordre en utilisant un

« grand o ». Précisément I'écriture avec un O (x"*1) est plus
x—0

précise que °, (x™) : on indique le degré du terme suivant (que |'on
X—>

ne calcule pas)

> |'équivalent = 1 terme . Précisément, |'équivalent est le premier
terme non nul du DL.
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éralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))

P> Avec Taylor-Young, on peut souvent gagner un ordre en utilisant un

« grand o ». Précisément I'écriture avec un O (x"*1) est plus
x—0

précise que °, (x™) : on indique le degré du terme suivant (que |'on
X—>

ne calcule pas)

> |'équivalent = 1 terme . Précisément, |'équivalent est le premier
terme non nul du DL.

» Pas de somme d'équivalents, pas de composition d'équivalents !
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éralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))

P> Avec Taylor-Young, on peut souvent gagner un ordre en utilisant un

« grand o ». Précisément I'écriture avec un O (x"*1) est plus
x—0

précise que °, (x™) : on indique le degré du terme suivant (que |'on
X—>

ne calcule pas)

> |'équivalent = 1 terme . Précisément, |'équivalent est le premier
terme non nul du DL.

» Pas de somme d'équivalents, pas de composition d'équivalents !

> L'équivalent donne la vitesse et le signe, souvent I'information dont
on a besoin (en particulier pour calculer des limites).
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éralités sur les DLs

» f dérivable en a si elle admet un DL1 en a.
f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + o((x — a))

P> Avec Taylor-Young, on peut souvent gagner un ordre en utilisant un

« grand o ». Précisément I'écriture avec un O (x"*1) est plus
x—0

précise que °, (x™) : on indique le degré du terme suivant (que |'on
X—>

ne calcule pas)

> |'équivalent = 1 terme . Précisément, |'équivalent est le premier
terme non nul du DL.

» Pas de somme d'équivalents, pas de composition d'équivalents !

> L'équivalent donne la vitesse et le signe, souvent I'information dont
on a besoin (en particulier pour calculer des limites).

» On utilise les DLS pour calculer des équivalents.
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Les différents développement de

1+ x

[ f(x) | Développement limité en 0 | Commentaires ‘
1
1 T+x4+x"+- +x"+ o(x"), Peut s'obtenir par Taylor-
X S ., Young, ou par la formule
soit Zx + o(x") n L 1o
k=0 ZX T 1 x
k=0
1
1 1—x4+x"+...(-1)"x"+0o(x"), | La méme que ci-dessus
+x u c x ., avec —x a la place de x.
soit Z(—l) x“ +o(x")
k=0
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Les différents développement de In(1 + x)

l f(x) \ Développement limité en 0 \ Commentaires ‘
2 3 n
x* X bs n . 1
In(1—x) | x+ 5 + 3 - + o(x"), IEnflnteglrazt _Il__IX (;u par
"k a formule de Taylor-Young
soit Z X? + o(x™)
k=1
x> X3 x" n
In(1—x) X — == — e — — + o(x"), ré-écriture de la ligne pré-
2 3 n .
Ny cédente
X n
soit — 7 + o(x")
k=1
2 3 n
In(1+x) | x— X? + % ot (—1)"+1X7 +o(x"), | Idem
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Les différents développement de (1 + x)°

[ ()

| Développement limité en 0

Commentaires

(1

1+ax+a(a' 1) 2+a(a 1)(a 2) 3+
a(a—1)(a— 2)((1 3)...(a—n+1) n+O(X)

+ x)¢

+

Obtenue par la formule de
Taylor Young, remarquez
en particulier la similitude
avec la formule de Newton
lorsque « est entier.

1 1
1+x 1+ 5X = §x2 + o(x2) Exemple d'application, a
savoir retrouver rapide-
ment.
1 3
\/11? 1- 5% + §x2 + o(x%) Idem.

Sylvain Pelletier
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Développement limités de € et des fonctions

trigonométriques

l f(x) \ Développement limité en 0 Commentaires
x> X x"
e~ 1+x+ 5 + 3 +ot =t o(x"), Par Taylor Young, puisque
5 : n € est se dérive en elle-
soit Z o + o(x") méme.
k=0
3 5 n_2n+1
1 - ]
sin x x— X + x 4+ 4 % —|—o(x2 +2), Impaire et obtenu par Tay-
31 7 5l (2n+1)! o
. . :r oung.h ) |
. X 2n+2 utre méthode, en rempla-
soit (—1)  ———— + o(x*""?) ' P
kz:; (2k +1)! cant x par ix et —ix dans
e~.
X x* n><2'7 2n+1
cos x 1—-—4+=—=+4---+(-1) + o(x"""), Par Taylor-Young, remar-
2! 41 2n! )
n 2k quez que |'on a un ordre de
soit Z(—l)k P+ o(x*™) plus que la partie réguliere,
k=0 (2k)! puisque I'on sait que le pro-
chain terme est en x2"?2

PSI - LMSC

Sylvain Pelletier
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D’autres développements limités a savoir retrouver

[ F(x) | Développement limité en 0 | Commentaires |
3

tan(x) x + % + o(x") En calculant les dérivées
successives et en utilisant
Taylor-Young. On sait que
c’est un ordre 4, puisque la
fonction est impaire.

X3 X5 6 .

arctan(x) | x — 3 + 5 + o(x”) En utilisant un DL de

arctan’(x) = ——, il
(x) T30
existe une formule pour
I"ordre n
x> 3

arcsin(x) | x + 5 + 4—0X5 + o(x?) En utilisant un DL de

arcsin’(x) = ——, il
(x) T
existe une formule pour
I"ordre n
s X3 3 5 6 .
arccos(x) 5 %~ 10" + o(x") arccos(x) = 5 — arcsin(x).
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Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h.
Aprés avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par
(x — a) pour avoir un le DL(a).
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Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h. La variable x tends vers a

tandis que h tends vers 0.
Aprés avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par

(x — a) pour avoir un le DL(a).

PSI - LMSC

Formules de Taylor et développements limités

Sylvain Pelletier



Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h.
Aprés avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par
(x — a) pour avoir un le DL(a).

DL de x — Inx au point 3. )
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Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h.
Aprés avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par
(x — a) pour avoir un le DL(a).

DL de x — Inx au point 3. )

In(3+ h) =In(3) +In (1 + g)

_ [y Tl ¢ 3
=B+ g~ g g o (1)
_ (x=3) 1 2 1 3 3
=0+ =3 (=3 o ((x - 3)°)
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Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h.
Aprés avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par
(x — a) pour avoir un le DL(a).

DL de x — Inx au point 3. )

» Lorsque I'on fait un DL d'une fonction paire, on peut toujours
« ajouter un ordre » en remplacant un o(x?") par o(x>"t1). Cette
propriété sert aussi a vérifier les calculs : si la fonction est paire, le DL
ne contient que des termes pairs. Idem, si la fonction est impaire.

v
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Manipulation des développpements limités

» Pour faire un DL,(a), il faut systématiquement se ramener a 0. On
fait un changement de variable : x = a + h.
Apres avoir obtenu le DL(0) en h, on remplace de nouveau h par
(x — a) pour avoir un le DL(a).

DL de x — Inx au point 3. )

» Lorsque I'on fait un DL d'une fonction paire, on peut toujours
« ajouter un ordre » en remplacant un o(x?") par o(x*"*1). Cette
propriété sert aussi a vérifier les calculs : si la fonction est paire, le DL
ne contient que des termes pairs. Idem, si la fonction est impaire.

1 1
cos(x) §1 - §x2 + o(x?) s 1-— §x2 + o(x®)

sin(x) =X = %x3 + o(x?) =X- %x3 + o(x*)
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DL3 en 1 de x — arctan(x). J

DL3 en § et x — sin? (%). |
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DL3 en 1 de x — arctan(x). J
o (x—1) (x—=1)?  (x—1)3 3
arctan(x) Caa T Tt to ((x —1) )
DL3 en 5 et x — sin? (). J
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DL3 en 1 de x — arctan(x).

DL3 en 5 et x — sin? ().

On peut écrire :
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Manipulation des développpements limités
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le développement limité d'une somme, on remplace les
fonctions par leur DL.
Le premier terme négligé est alors le plus petit des deux ordres des
deux DLs. On fait alors la somme des deux polyndmes (en ne gardant
que les termes de degré inférieur a I'ordre du DL).
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le développement limité d'une somme, on remplace les
fonctions par leur DL.
Le premier terme négligé est alors le plus petit des deux ordres des
deux DLs. On fait alors la somme des deux polyndmes (en ne gardant
que les termes de degré inférieur a I'ordre du DL).

2 x3 4 2

ex—i-cos(x)?1+x+%+€+;—4+o(x4)+1—X?+o(x3)

X3 3
?2+x—|—€+o(x)

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC 17 /40



Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le développement limité d'une somme, on remplace les
fonctions par leur DL.
Le premier terme négligé est alors le plus petit des deux ordres des
deux DLs. On fait alors la somme des deux polyndmes (en ne gardant
que les termes de degré inférieur a I'ordre du DL).

X2 X3 X4 X2
. _ 4 _ 3
e+cos(x)61+x+2+6+24+o(x)+1 2+o(x)

X3 3
?2+x—|—€+o(x)
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le développement limité d'une somme, on remplace les
fonctions par leur DL.
Le premier terme négligé est alors le plus petit des deux ordres des
deux DLs. On fait alors la somme des deux polyndmes (en ne gardant
que les termes de degré inférieur a I'ordre du DL).

X2 X3 X4 X2
. _ 4 _ 3
e+cos(x)61+x+2+6+24+o(x)+1 2+o(x)

X3 3
?2+x—|—€+o(x)

> La regle est : o(x3) + o(x*) = o(x?) |
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Manipulation des développpements limités
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.

> e*sin(x) (1 +x+ X; + %3 + % + o(x4)> (X - %3 + o(x4))

0

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC 18 /40



Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.

> eXsin(x)? <1+x+x72-|—%3+§+o(x4)>(x—%3+o(x4))

> 1 x o(x*) = o(x*) et x x o(x*) = o(x").
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.

> e*sin(x) = <1+X+X72-|—%3+§+o(x4)>(x— Xg-l—o(x“))
> 1 x o(x*) = o(x*) et x x o(x*) = o(x").

> X sin(x) Sx+ x2 + %3 + o(x*)
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Manipulation des développpements limités

» Pour calculer le DL d'un produit, on remplace les fonctions par leur
DL. On déterminer I'ordre n du DL final. Puis on calcule les
coefficients du polynémes PQ (produit de polynémes) de degrés
inférieurs ou égal a n.

> e*sin(x) = <1+X+X72-|—%3+§+o(x4)>(x— Xg-l—o(x“))
> 1 x o(x*) = o(x*) et x x o(x*) = o(x").

> X sin(x) Sx+ x2 + %3 + o(x*)

> Les régles sont : x“o(x") = o (XH”), o (xk) o(x")=o (XH”),

Zo(x")=o (x"*k)
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:

» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)

» On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)
» On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).

» On calcule I'équivalent de u(x) qui est nécessairement étre de la
forme : u(x) ¥ Axk et on vérifie bien que la fonction u tends vers 0.
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)
» On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).

» On calcule I'équivalent de u(x) qui est nécessairement étre de la
forme : u(x) ¥ Axk et on vérifie bien que la fonction u tends vers 0.

» on fait ensuite un DL de la fonction & 1’extérieur g(ap + u) en la
variable u qui tends vers 0,
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)

» On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).

» On calcule I'équivalent de u(x) qui est nécessairement étre de la
forme : u(x) ¥ Axk et on vérifie bien que la fonction u tends vers 0.

» on fait ensuite un DL de la fonction & 1’extérieur g(ap + u) en la
variable u qui tends vers 0,

> La regle est : si u(x) ¥ Axk, avec A non nul alors o(u(x)) = o(x¥),
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers

0:

on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)

On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).

On calcule I'équivalent de u(x) qui est nécessairement étre de la
forme : u(x) ¥ Axk et on vérifie bien que la fonction u tends vers 0.

on fait ensuite un DL de la fonction & 1’extérieur g(ag+ u) en la
variable u qui tends vers 0,

> La regle est : si u(x) ¥ Axk, avec A non nul alors o(u(x)) = o(x¥),

» on remplace dans ce DL, la variable u par |'expression u(x), et le

o(u') par un o(x¥'). On obtient alors un DL lorsque x tends vers 0.
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Pour faire un DL d’'une expression composée g (f(x)) lorsque x tends vers
0:
» on commence par faire un DL de I'expression & 1’intérieur f(x)

» On isole alors la partie qui tends vers 0, notée u(x), cette partie peut
bien siir contenir un o. On écrit alors f(x) = ap + u(x).

» On calcule I'équivalent de u(x) qui est nécessairement étre de la
forme : u(x) ¥ Axk et on vérifie bien que la fonction u tends vers 0.

» on fait ensuite un DL de la fonction & 1’extérieur g(ap + u) en la
variable u qui tends vers 0,

> La regle est : si u(x) ¥ Axk, avec A non nul alors o(u(x)) = o(x¥),

» on remplace dans ce DL, la variable u par |'expression u(x), et le
o(u') par un o(x¥'). On obtient alors un DL lorsque x tends vers 0.

» on finit alors comme dans le cas d'un produit.
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2
» In(cos(x)) o In(1 —5 + o(x®)).

(x)
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2

» In(cos(x)) o In(1 —X? + o(x3)).
—_——

u(x)

» On pose donc u(x) = —%2 +0(x3), et on a u(x) ~ _%2 — 0.
x—0
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» In(cos(x)) = In(l—X—+o(X3)).

x—0 2
—_—
u(x)
» On pose donc u(x) = —%2 +0(x3), et on a u(x) ~ _%2 — 0.

x—0

» D'un autre c6té, on a In(1 + v) =, U~ ”72 + o(u?).
u—
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» In(cos(x)) = In(l—X—+o(X3)).

x—0 2
(S —
u(x)
» On pose donc u(x) = —X2—2 +o(x3), et on a u(x) ~ —%2 — 0.
x—0
» D'un autre c6té, on aIn(l+u) = u— ”72 + o(u?).
u—0

» Comme u(x) ~ —X;, on remplace le o(u?) par o(x*).
X—>

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC
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» In(cos(x)) = In(l—X—+o(X3)).

x—0 2
(S —
u(x)
» On pose donc u(x) = —X2—2 +o(x3), et on a u(x) ~ —%2 — 0.
x—0
» D'un autre c6té, on aIn(l+u) = u— ”72 + o(u?).

u—0

» Comme u(x) ~ —2 on remplace le o(u?) par o(x*).
X—>

» On obtient : )

In(cos(x)) E( - X? I o(x3)> - ;( = X? = o(x3)> + o(x*)
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» In(cos(x)) = In(l—X—+o(X3)).

x—0 2
(S —
u(x)
» On pose donc u(x) = —X2—2 +o(x3), et on a u(x) ~ —%2 — 0.
x—0
» D'un autre c6té, on aIn(l+u) = u— ”72 + o(u?).
u—0

» Comme u(x) ~ —X;, on remplace le o(u?) par o(x*).
X—>

» On obtient : )

In(cos(x)) E( - X? I o(x3)> - ;( = X? = o(x3)> + o(x*)

» Bien indiquer que I'on a changé de variable en indiquant la variable
sous le o, et ne pas mélanger des expressions avec des u et des x.
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Exemples de composition

» DL4en0Qde: .
x+—In (24 x) x — /14 x2sin(x) x»—>(1+\/1+x2>5
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Exemples de composition

» DL 4 en0de:

x+—In (24 x) x — /1 4+ x?sin(x) xn—>(1+\/1+x2>

N

In(2+x) = In(2) + 5 — % + 2 X 4 o(x*)

Sylvain Pelletier
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Exemples de composition

» DL4en0Qde:
x+—In (24 x) x — /1 4+ x?sin(x) xn—>(1+\/1+x2>

N

L+x2sin(x) = 1+ 2 4 o(x*)
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Exemples de composition

» DL 4 en0de:
x—In (24 x) x — /1 + x2sin(x) x»—>(1+\/1+x2)

NI

(1+m)%:ﬂ(1+§—%)+o(x4)
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Quotient de DL

f
» Pour faire un DL d'un quotient —, on est donc obligé de passer par

celui d'un produit et faire le DL de E
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Quotient de DL

f‘
» Pour faire un DL d'un quotient —, on est donc obligé de passer par

celui d'un produit et faire le DL de E

» Pour ce dernier, on écrira g sous la forme 1 + u, avec u qui tends vers

0, et on composera avec le DL de n
u
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Quotient de DL

f‘
» Pour faire un DL d'un quotient —, on est donc obligé de passer par

celui d'un produit et faire le DL de E

» Pour ce dernier, on écrira g sous la forme 1 + u, avec u qui tends vers

0, et on composera avec le DL de

+u

» On s'est ramené au DL d'une composée J
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Quotient de DL

On souhait faire le DL de x — Fl(x)

» Onacos(x)=1-— X;+§+o(x4).
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Quotient de DL

On souhait faire le DL de x — COS(X)

> Onacos(x)zl—%2+ﬂ+o(x ).

» On écrit donc :
r 1 1

cos(x) 1- 2+ 5 to(xf) 1- (% - 5 +o(*)
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Quotient de DL

On souhait faire le DL de x — Fl(x)

2 4
> Onacos(x) =1—% + 35 + o(x*)
» On écrit dlonc :

1 1
cos(x) _1—%2+’2<—1+o(x4) 1— (%2_5%4_0()(4))
> : = X2 Xt 4y o X
On pose donc : u(x) = % — 37 + o(x") Batl s 0

Sylvain Pelletier
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Quotient de DL

On souhait faire le DL de x — Fl(x)

2 4
> Onacos(x) =1—% + 5+ o(x*).
» On écrit dlonc ;

1 1
cos(x) _1—X—2+§+o(x4) 1o (X; — %—i—o(x“))

2 4 2
» Onposedonc: u(x)=% — % +o(x*) ~ X ——0
P () 2 24 ( )X*)02X*>0
1

> On utilise alors le DL 112~ = 14 u + u? + o(u?).
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Quotient de DL

On souhait faire le DL de x — Fl(x)

2 4
> Onacos(x) =1—% + 5+ o(x*).
» On écrit dlonc ;

1 1
cos(x) 1— 24X 1 o(x4) C1- (X; -2 +o(x4))
. . 2 4 4 2
» On pose donc : u(x) = % — 57 + o(x )X:O%QO
> On utilise alors le DL : 12~ = 1+ u + u® + o(u?).

» Ce qui donne :

1 x?  x* 4 x? X 4 2 4
m=1+<?—ﬂ+o(x ))—i-(?—ﬂ—i-o(x )) + o(x")
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Intégration d'un DL

» Pour calculer le DL, d'une fonction dont on connait la dérivée (et le
DL, de la dérivée), on intégre la partie réguliere du DL, de ', en
ajoutant le terme £(0). On obtient ainsi un DL,;1.
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Intégration d'un DL

» Pour calculer le DL, d'une fonction dont on connait la dérivée (et le
DL, de la dérivée), on intégre la partie réguliere du DL, de ', en
ajoutant le terme £(0). On obtient ainsi un DL,;1.

» |l faut toujours indiquer le terme f(0) quitte a le barrer si il est nul.

v
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Intégration d'un DL

» Pour calculer le DL, d'une fonction dont on connait la dérivée (et le
DL, de la dérivée), on intégre la partie réguliere du DL, de ', en
ajoutant le terme £(0). On obtient ainsi un DL,;1.

» |l faut toujours indiquer le terme f(0) quitte a le barrer si il est nul.

v

On sait que arctan’(x) = ﬁz S 1 —x?+ x* + o(x*). Donc

3,5
arctan(x) = ar bx- 4 Xy o(x°).
0 3 5
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Intégration d'un DL

» Pour calculer le DL, d'une fonction dont on connait la dérivée (et le
DL, de la dérivée), on intégre la partie réguliere du DL, de ', en
ajoutant le terme £(0). On obtient ainsi un DL,;1.

» |l faut toujours indiquer le terme f(0) quitte a le barrer si il est nul.

v

On sait que arctan’(x) = ﬁz S 1 —x?+ x* + o(x*). Donc

3,5
arctan(x) = ar bx- 4 Xy o(x°).
0 3 5

X
La régle est/ o (t")dt= o (x"“)
0 0

t—0 X—

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC



Applications

limite en O de :
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Applications

limite en O de :
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Applications

limite en O de :

, 3 3
> x—smx:%—i-g(x?’) -

~
0
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Applications

o esinx etanx
limite en 0 de : -
X — sin x
v
__ & _ X3 3 x3
> X smx—F—i—g(X )’(\)JF

» Avec Taylor-Young, ou par quotient : tanx = x + %3-|— 0 (x%)
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Applications

o esinx _ etanx
limite en O de : -
X —SIn X

3 3
> x —sinx =%+ o0 (x3) ~ X

» Avec Taylor-Young, ou par quotient : tanx = x + %3-|— 0 (x%)

> etan(x) = 1 4 x + %xz 4 %x3+ 0 (x3).
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Applications

o esinx _ etanx
limteen0de : —
X —SIn X

3 3
> x —sinx =%+ o0 (x3) ~ X

» Avec Taylor-Young, ou par quotient : tanx = x + %3-|— 0 (x%)
> etan(x) = 1 4 x + %xz 4 %x3+ 0 (x3).

> ) =1+ x + 1x2+ 0 (x3).
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Applications

esm X _ etan X

limiteen0de : —
X —SIn X

3 3
> x —sinx =%+ o0 (x3) ~ X

» Avec Taylor-Young, ou par quotient : tanx = x + %3-|— 0 (x%)

> etan(x) =14 x4+ X2+ 1x3+ 0 (x3).

> ) =1+ x + 1x2+ 0 (x3).
S]

> esin(x) — etan(X) ? —X? + O(X3)
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Applications

o esinx _ etanx
limite en O de : -
X —SIn X

3 3
> x —sinx =%+ o0 (x3) ~ X

» Avec Taylor-Young, ou par quotient : tanx = x + %3-|— 0 (x%)

> etan(x) =14 x4+ X2+ 1x3+ 0 (x3).

> ) =1+ x + 1x2+ 0 (x3).
S]

> esin(x) — etan(X) ? —X? + O(X3)

N3,

~
0
esm x_etan X

~ —3

X—sin x 0
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)

o
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)

_ 2 2
> w1t 212 T olx?)

NIX
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)

_ 2 2
> w1t 212 T olx?)

» f(x) est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1,
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DL5(0) de la fonction f(x) = ﬁ (qui a priori n'est pas définie en 0).

_ 2 2
> w1t 212 T olx?)
» f(x) est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1,

> ce prolongement est dérivable en 0, avec f'(0) = 1. Ainsi, f admet
pour tangente en 0 la droite : A: y =1+ 3.

PSI - LMSC

Formules de Taylor et développements limités
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)

2 2
> m?ljtg—’f—zjto(x)
> f(x) est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1,

> ce prolongement est dérivable en 0, avec f'(0) = 1. Ainsi, f admet
pour tangente en 0 la droite : A: y =1+ 3.

» De plus, f est en-dessous de cette tangente puisque le premier terme

négligé est ici : f(x) — (1+ %) o~ —’f—;, qui est négatif.
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DL5(0) de la fonction f(x) = (qui a priori n'est pas définie en 0).

In(1+ x)

> m?lﬂL%—%jLo(xz)

> f(x) est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1,

> ce prolongement est dérivable en 0, avec f'(0) = 1. Ainsi, f admet
pour tangente en 0 la droite : A: y =1+ 3.

» De plus, f est en-dessous de cette tangente puisque le premier terme
négligé est ici : f(x) — (1+ %) o~ —’f—;, qui est négatif.

» Attention : on ne peut rien dire pour les dérivées supérieures !
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Etude en 0 de L - —
sinx X
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Etude en 0 de L - —
sinx X
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Etude en 0 de L - 1

sinx  x
v
x_ X3 8]
p 1 1 _ g-ixptolx)
sinx X g 1221 5(x3)
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Etude en 0 de L - 1
sinx X

3
535+

» 1 1 _ sTiproX)

i _ 2

SINX X 0 1-%40(x%)

1 1 _ x 7 ) ,3 3
> =54 (3h) X+ o)
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Etude en 0 de L - —

1

sinx X

» L _1_
sin x x 9
1 1
sin x X 0

0

3
£ 22 o)
1-— %—i—o(x:“)

=Z4 (%) x3 4 o(x3)

la limite lim f(x) =0,
x—0

Sylvain Pelletier
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Etude en 0 de i - —

1

sinx X

» L _1_
sin x x 9
1 1
sin x X 0

0

3
£ 22 o)
1-— %—i—o(x:“)

=Z4 (%) x3 4 o(x3)

la limite lim f(x) =0,
x—0

P |a dérivée du prolongement ainsi obtenu :

F(0) =

1
6

Sylvain Pelletier
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Etude en 0 de i - —

1
sinx X

v

vy VY

& _

3
s~ 1 to(x®)

1 1 _

F - 2

SINX X 0 1-%40(x%)
11 _ x4 (7),3 3
sin x X E 6 + (360>X + O(X )

la limite lim f(x) =0,
x—0
la dérivée du prolongement ainsi obtenu : f/(0) = .

la position par rapport a la tangente en 0 : A : y = & : la courbe
traverse sa tangente en 0.
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Etude en +o00 de f(x) = Vx2+1—Vx2 -1 J
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Etude en +o00 de f(x) = Vx2+1—Vx2 -1 J

Sylvain Pelletier Formules de Taylor et développements limités PSI - LMSC



Etude en +o00 de f(x) = Vx2+1—Vx2 -1 J

> Onposet:%,oux:%
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Etude en +o00 de f(x) = Vx2+1—Vx2 -1 J

1
=0

> f(x):ﬁ(\/1+t2—\/1—t2)

> Onposet:)—l(,oux:
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Etude en +o00 de f(x) = Vx2+1—Vx2 -1 J

1
=0

> f(x):ﬁ(\/1+t2—\/1—t2)

> f(x)+:oo)l<+o(x—1§>,

> Onposet:%,oux:
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Etude en +oo de f(x —Vx2+1—x2— J

ll
> )= (VIF2-vI-P)
> f(X)+:oo)_<+o(XT>’

» |a fonction f tends vers 0 en étant positive,

> Onposet:l,oux:
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Etude en +oo de f(x —Vx2+1—x2— J

1
=0

f(x) =g (\/1 +t2—/1- t2)

» On poset:l,OUX:
>
> f(X)+:oo)_<+o(XT>’
>
>

la fonction f tends vers 0 en étant positive,

a la méme vitesse que %
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La formule de Taylor avec reste intégrale
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La formule de Taylor avec reste intégrale

> La formule de Taylor avec reste intégrale exprime la différence entre la
fonction et |'approximation de cette fonction par le polyndme de
Taylor en un point x donné et a un ordre n donné.
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La formule de Taylor avec reste intégrale

> La formule de Taylor avec reste intégrale exprime la différence entre la
fonction et |'approximation de cette fonction par le polyndome de
Taylor en un point x donné et a un ordre n donné.

Soit / un intervalle réel et a € I, et soit f une fonction de classe C"*1 sur

I,
Vx €1, f(x) = Z f (2( S / K= 8" o) (t)dt

k=0
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La formule de Taylor avec reste intégrale

> La formule de Taylor avec reste intégrale exprime la différence entre la
fonction et |'approximation de cette fonction par le polyndome de
Taylor en un point x donné et a un ordre n donné.

Soit / un intervalle réel et a € I, et soit f une fonction de classe C"*1 sur

I
Vx €1, f( )—}jf(k)( +/ OB i) (1) g
X , T(Xx)= il .
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La formule de Taylor avec reste intégrale

_ p *(x=8)" (ny1)

—_————
polynéme de Taylor reste
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La formule de Taylor avec reste intégrale

_ p *(x=8)" (ny1)

—_————
polynéme de Taylor reste

» La formule « contient » ses hypothéses : f doit &tre C" sur [0, x].
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La formule de Taylor avec reste intégrale

n (k) X _ n
el fr)= S @k / =8 1) (1) g
0

n!

—_————
polynéme de Taylor reste

» La formule « contient » ses hypothéses : f doit &tre C" sur [0, x].

> Le reste dépends de n et de x. Beaucoup de résultats s’obtiennent en
majorant cet écart.
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La formule de Taylor avec reste intégrale

n (k) X _ n
el fr)= S @k / =8 1) (1) g
0

n!

—_————
polynéme de Taylor reste

» La formule « contient » ses hypothéses : f doit &tre C" sur [0, x].
> Le reste dépends de n et de x. Beaucoup de résultats s’obtiennent en
majorant cet écart.

» Si on fixe n et on fait tendre x vers 0, on obtient Taylor-Young! (ie
I'égalité asymptotique entre f et son polynéme de Taylor lorsque
x — 0).
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La formule de Taylor avec reste intégrale

n (k) X _ n
el fr)= S @k / =8 1) (1) g
0

n!

—_————
polynéme de Taylor reste

v

La formule « contient » ses hypothéses : f doit &tre C" sur [0, x].

> Le reste dépends de n et de x. Beaucoup de résultats s’obtiennent en
majorant cet écart.

» Si on fixe n et on fait tendre x vers 0, on obtient Taylor-Young! (ie
I'égalité asymptotique entre f et son polynéme de Taylor lorsque
x — 0).

> Sion fixe x et on fait tendre n vers I'infini en démontrant que le reste

tends vers 0, on obtient un développement en série entiére de f.
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

> Plutot que de |'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

> Plutot que de |'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.

> f(x) = f(a)+/: F(£)dt
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

> Plutot que de |'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.
X

> f(x)=f(a) +/ f'(t)dt
a

> £(x) = £(a) + F(a)(x — a) + /: F1(£)(x — t)dt
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

> Plutot que de |'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.
> f(x) = f(a)+/ F(£)dt
> 1) = (@) + (@) (x = a) + [ F(e)(x - t)de

a

ae X . )
- f(X)Zf(a)+f’(a)(x—a)+fT()(X_a)2+/a f(3)(t)(2t)dt
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

Plutot que de I'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.
F(x) = f(a) + / F(£)dt
> 1) = (@) + (@) (x = a) + [ F(e)(x - t)de
/!
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + fT("’)(x +/ FO) (¢ i

> La seule astuce a retenir : intégrer le 1 en x — t pour éviter Ie — de
I'intégration par parties.

v

v

v
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

> Plutot que de |'apprendre par coeur, on la retrouve rapidement.
F(x) = f(a) + / F(£)dt
> 1) = (@) + (@) (x = a) + [ F(e)(x - t)de
/!
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + fT("’)(x +/ FO) (¢ i

> La seule astuce a retenir : intégrer le 1 en x — t pour éviter Ie — de
I'intégration par parties.
(X _ t)k (X _ t)k—l—l

> On intégre T en — (kT 1)
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

_t)k —t)kt1
k!t) el _((k-ii)l)! :

/X =t £ (t) dt

n!

On integre &

(n+1)! (n+1)!

e

_ #)\n+1 x X _ \n+1
— [_&f("‘f'l)(t) _|_/ &f(”‘f'z)(t)dt

a
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Retrouver la formule de Taylor avec reste intégrale

On intégre (X;!t)k en —(’E;i)lk;l

/X =t £ (t) dt

n!

X X _ n+1
+/ ezt F("+2)(¢)dt

o (X_ t)n+1 n+1
- l_.f( ) (n+1)!

a

B (X<n_ = )1';1 Fra)+ [ (X(n_f)ln;l F2)(t)at

" f(K)(a
Vx el f(x)=> f Ky / 6= 8" pnr) (t)dt.
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Applications
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Applications

> Toutes les applications tournent autour de la méme idée : estimer le
reste (majoration / signe ),
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Applications

> Toutes les applications tournent autour de la méme idée : estimer le
reste (majoration / signe ),

» Eventuellement en faisant tendre x vers a ou n vers +oo0.
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Applications

> Toutes les applications tournent autour de la méme idée : estimer le
reste (majoration / signe ),

» Eventuellement en faisant tendre x vers a ou n vers +oo0.

» Comparer

cos(x) et 1—— ‘et 1——+—
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Applications

» Toutes les applications tournent autour de la méme idée : estimer le
reste (majoration / signe ),

» Eventuellement en faisant tendre x vers a ou n vers +oo0.

» Comparer

2 2 4
cos(x) et 1—% et 1—%—1-)2(—4
2 4 X _ t 4
cos(x) =1— X? + ;—4 - /0 (X4') sin(t)dt

On estime ensuite le signe du reste.
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Applications
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Applications

» Taylor-Young, DSE de certaines fonctions (exponentielle, cosinus,
sinus).
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Applications

» Taylor-Young, DSE de certaines fonctions (exponentielle, cosinus,
sinus).

» Formule de Taylor-Lagrange (hors programme) pour f € C"*!

n f(k)(O) P X1

Jec € [0, x], f(x):kzz%) o X T (n+1)!f(n+1)(c)
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Applications

» Taylor-Young, DSE de certaines fonctions (exponentielle, cosinus,
sinus).

» Formule de Taylor-Lagrange (hors programme) pour f € C"*!

n f(k)(O) P X+l

wectod f(X):kZ:%J P e LA O
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Applications

» Taylor-Young, DSE de certaines fonctions (exponentielle, cosinus,
sinus).
» Formule de Taylor-Lagrange (hors programme) pour f € C"*!
n f(k)(O) P X+l

wectod f(X):kZ:%J P e LA O

» On doit montrer :

Jc € [0, x], / f("+1>( t)dt =f("1)(c /udt
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Applications

» Taylor-Young, DSE de certaines fonctions (exponentielle, cosinus,
sinus).
» Formule de Taylor-Lagrange (hors programme) pour f € C"*!
n f(k)(O) P X+l

wectod f(X):kZ:%J P e LA O

» On doit montrer :
e € [0,x], / OO 1) (1) g 1) / (X— t)" .

» On utilise le théoréeme des fonctions continues sur le segment sur
[0, x] puis des valeur intermédiaires.
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Taylor et calculs numériques

f(x + h) =f(x)+hf’(x)+h;f”( )+ O )+Zf(‘”(x)+ o (h°)

h—0
f(x — h) =f(x) — hf'(x) + h—zf”(x) - ’Lf(3>(x) + ’L4f(4>(x)+ o0 (h°)
2 6 24 0
> On retrouve les estl;reatlo?,s) f( )
+ X
! X h
(x) = h * h9>0( )
f(x)—f(x—h)
— h
h + h9>0 (h)
/) _f(x+h)—2f(x)+f(x—h) 5
s = h? i h9>0 ()
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Taylor et calculs numériques

2 3 4
f(x + h) =f(x) + hf'(x) + ’Lf"(x) + ’Lf(3>(x) + ’Lf(4>(x)+ 0 (h%)
2 6 24 h—0
Flox— ) =F 00 — G0 + 200 — 000 1 29001 0 (89
X=X X)) g g o o 8

» On retrouve les estimations :

f(x+ h)—f(x)
f'(x) = - h
(x) h h9>0( )
f(x)—f(x—h)
= + h
h h9>0( )
f(x + h) —2f(x) + f(x — h)
f” — h2
() ke + 0 (1)
» Méthode d'Euler (explicite / implicite). Peut aussi étre utilisé pour les
équations aux dérivées partielles.

v,
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Les accroissements finis

Soit a < b, et une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b],
alors :

3c €]a, b], f'(c) = %

c'est-a-dire : f(b) = f(a) + (b — a)f’(c).

Sylvain Pelletier

Formules de Taylor et développements limités



Les accroissements finis

Soit a < b, et une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b],
alors :

Ic €a, b, f'(c) = f(bgiz(a)

c'est-a-dire : f(b) = f(a) + (b — a)f’(c).

= = = AL
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Les accroissements finis

Soit a < b, et une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b],
alors :

Ic €a, b, f'(c) = f(bgiz(a)

c'est-a-dire : f(b) = f(a) + (b — a)f’(c).

f(b)—f
> f'(c) = % . la vitesse instantanée en c est égale a la vitesse
moyenne sur [a, b]

= = = AL
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Les accroissements finis

Soit a < b, et une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b],
alors :

Ic €a, b, f'(c) = f(bgiz(a)

c'est-a-dire : f(b) = f(a) + (b — a)f’(c).

f
> f'(c) = % . la vitesse instantanée en c est égale a la vitesse

moyenne sur [a, b]

» f(b) —f(a) = f'(c)(b— a) : on exprime la distance entre les images
des points aet b i.e. f(b) — f(a) en fonction de la distance entre
ces points.

— —_r = — SR
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Les accroissements finis

Soit a < b, et une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b],
alors :

Ic €a, b, f'(c) = f(bgiz(a)

c'est-a-dire : f(b) = f(a) + (b — a)f’(c).

f
> f'(c) = % . la vitesse instantanée en c est égale a la vitesse

moyenne sur [a, b]

» f(b) —f(a) = f'(c)(b— a) : on exprime la distance entre les images
des points aet b i.e. f(b) — f(a) en fonction de la distance entre
ces points.

> f(b) =f(a)+ (b— a)f’(c) : on compare la valeur de f(b) est celle
d'une estimation par une fonction affine x — f(a) + (x — a)f'(c).

— —_r = — SR
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Conséquences des accroissements finis

> Jeelx,y[, f(x)—f(y)=f(c)(x—y)
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Conséquences des accroissements finis

> Je€lx,yl, f(x)—fly) = f(c)(x —y),
» cela donne : |f(x) — f(y)| = |f'(c)||x — y|
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Conséquences des accroissements finis

> Je€lx,yl, f(x) = f(y) = f(c)(x —y)
» cela donne : |f(x) — f(y)| = |f'(c)||x — y|
» si |f’| est bornée par M sur [, alors |f(x) — f(y)| < M|x — y|.
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Conséquences des accroissements finis

> Je€lx,yl, f(x) = f(y) = f(c)(x —y)

» cela donne : |f(x) — f(y)| = |f'(c)||x — y|

» si |f’| est bornée par M sur [, alors |f(x) — f(y)| < M|x — y|.
» On dit que f est M-lipschitzienne sur I.
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Conséquences des accroissements finis

de elx,yl, F(x) = fy) = F(c)(x = y),
cela donne : |[f(x) — f(y)| = |f'(c)||x — y]
si |f’| est bornée par M sur [, alors |f(x) — f(y)| < M|x — y|.

vVVvyyVvyy

On dit que f est M-lipschitzienne sur I.

» Utile pour étudier la suite upy1 = f(u,). Pour n €N, on a:
ey €]un, un—1[ ou |un—1, un|,
Unt1 — tn = Ftn) — Ftn_1) = F'(cn)(tn — tn-1)
ey €]un, I ou |1, up|,
Uns1 — = f(up) — F() = F(ca)(un — 1)
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Théoréme de la limite de la dérivée

Soit f définie et continue sur un intervalle / et dérivable sur I\ a.
On suppose que |'application dérivée f' admet une limite L (finie ou non)
en a. Alors :

lim M:L

X—a X — a

ainsi, le taux d'accroissement en a tends aussi vers L

» Particulierement utile dans le cas d'une fonction qui est prolongée par
continuité en a : on est assuré de la continuité et on montre la
dérivabilité par la limite de |'application dérivée
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Théoréme de la limite de la dérivée

Soit f définie et continue sur un intervalle | et dérivable sur I\ a.
On suppose que |'application dérivée f' admet une limite L (finie ou non)
en a. Alors :
f(x)—f(a
lim 7( )—f(a) =L

X—a X — a

ainsi, le taux d'accroissement en a tends aussi vers L

» Particulierement utile dans le cas d'une fonction qui est prolongée par
continuité en a : on est assuré de la continuité et on montre la
dérivabilité par la limite de I'application dérivée (plutét que la limite
du taux d'accroissement).
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Théoréme de la limite de la dérivée

Soit f définie et continue sur un intervalle | et dérivable sur I\ a.
On suppose que |'application dérivée f' admet une limite L (finie ou non)
en a. Alors :

lim M:L

X—a X — a

ainsi, le taux d'accroissement en a tends aussi vers L

» Particulierement utile dans le cas d'une fonction qui est prolongée par
continuité en a : on est assuré de la continuité et on montre la
dérivabilité par la limite de I'application dérivée (plutét que la limite
du taux d'accroissement).

» C'est en particulier le cas pour I'étude du probleme de recollement de
solutions d’'équations différentielles.
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Théoréme de prolongement C!

Soit f définie et continue sur un intervalle / et de classe Clsur /\ a.
on suppose que
f(x)—f(a
)~ £(2)
X—a X — a
Alors f est de classe C! sur | et f'(a) = /.

= [ est un réel

Soit f définie et continue sur un intervalle / et dérivable sur /\ a. on

suppose que
f(x)—f
lim —(X) (2) = 400
xX—a X —

a
Alors f n'est pas dérivable en a et on a deux demi-tangentes verticales.
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

><N| hn

Soit f : R* — R définie par f(x) = e~
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

1

Soit f : R* — R définie par f(x) =e .
» Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel

que : Vx # 0, F(N(x) = () e
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

1

Soit f : R* — R définie par f(x) =e .
» Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel
que : Vx # 0, f(N(x) = () 2
Par récurrence :
P(n) : "3P, € R[X], Vx # 0, (" (x) = P, (1) e 2"

Initialisation en posant Py = 1.
Hérédité en posant P, 1 = —X2?P! 4+ 2X3P,.
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

1

Soit f : R* — R définie par f(x) =e .
» Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel
que : Vx # 0, F(N(x) = () e
> Montrer que f admet un prolongement g de classe C* et que pour
neN, ona:g™0)=0
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

Soit f : R* — R définie par f(x) = e <.

| 2

| 2

1

Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel

1
que : Vx # 0, f(N(x) = () i
Montrer que f admet un prolongement g de classe C* et que pour
neN, ona:gM0)=0
On prolonge en posant £(0).
Par récurrence : P(n) : "g € C" avec g{"(0) = 0".
Vrai pour n = 0 (continuité).
Supposons que cela soit vrai pour un certain n € N. g{" est de classe
C! sur R*, et continue en 0.

1 _ 1
Vx € R*7 g(n+1)(x) =] Pn+1 () e 2 ——0
X x—0
ainsi, le taux d'accroissement tends aussi vers 0,

et donc la fonction g(") est dérivable en 0, avec g{("*1)(0) = 0. On en
déduit I'hérédité.
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

1

Soit f : R* — R définie par f(x) =e .
» Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel
que : Vx # 0, f(N(x) = () =
> Montrer que f admet un prolongement g de classe C* et que pour
neN, ona:g™0)=0
> Démontrer que g n'est pas développable en série entiere.
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Exemple d'utilisation du théoreme de la limite de la dérivée

1
Soit f : R* — R définie par f(x) =e <.
» Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel
1
que : Vx # 0, (N (x) = ()e_?.
> Montrer que f admet un prolongement g de classe C*° et que pour
neN, ona:g™0)=0
» Démontrer que g n'est pas développable en série entiere. Si g est
DSE sur | — R, RJ, alors :

(n N
Vx €] — R, R], g(x Zg =0

or g ne s'annule pas sur [—R, R].
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