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Généralités

Définition (Série)

Pour une suite (un)cn
(Sn)nen définie par :

on appelle série de terme général u, la suite

VneN, So=3Y u.
k=0

Pour n € N, le terme S,, est appelé la somme partielle d'ordre n.
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Définition (Série)

Pour une suite (U)o, on appelle série de terme général u, la suite

(Sn)nen définie par :

VneN, So=3Y u.
k=0

Pour n € N, le terme S,, est appelé la somme partielle d'ordre n.

» Valable pour une série de réels et de complexes. On élargira aux séries
de fonctions.
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Définition (Série)

Pour une suite (U)o, on appelle série de terme général u, la suite

(Sn)nen définie par :

VneN, So=3Y u.
k=0

Pour n € N, le terme S,, est appelé la somme partielle d'ordre n.

» Valable pour une série de réels et de complexes. On élargira aux séries
de fonctions.

P La série caractérise la suite puisque :

up = So et Vne N*, up=35,— 5,1

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Convergence d'une série

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 3/54



Convergence d'une série

» On dit que la série Z ug converge si la suite des sommes partielles

n
<Z uk) admet une limite finie dans K.
k=0 neN
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Convergence d'une série

» On dit que la série Z ug converge si la suite des sommes partielles

n
(Z uk> admet une limite finie dans K.
k=0 neN

» Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.
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Convergence d'une série

» On dit que la série Z uy converge si la suite des sommes partielles

n
(Z uk> admet une limite finie dans K.
k=0 neN

» Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Si les sommes partielles tendent vers +oo la série diverge, mais la suite des
sommes partielles peut ne pas avoir de limite.
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Convergence d'une série

» On dit que la série Z uy converge si la suite des sommes partielles

n
(Z uk> admet une limite finie dans K.
k=0 neN

» Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Si les sommes partielles tendent vers +oo la série diverge, mais la suite des
sommes partielles peut ne pas avoir de limite.

» C'est une propriété asymptotique cela ne dépends pas des premiers
termes.
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Convergence d'une série

» On dit que la série Z uy converge si la suite des sommes partielles

n
(Z uk> admet une limite finie dans K.
k=0 neN

» Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Si les sommes partielles tendent vers +oo la série diverge, mais la suite des
sommes partielles peut ne pas avoir de limite.

» C'est une propriété asymptotique cela ne dépends pas des premiers
termes.

» Ne pas confondre la série Z ugx | (= la suite des sommes

keN
—+o0

partielles), et le scalaire Z uk (= la limite des sommes partielles)
k=0
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Généralités

Dans le cas d'une série convergente :
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Généralités

Dans le cas d'une série convergente :

» somme de la série le scalaire

+oo
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Dans le cas d'une série convergente :

» somme de la série le scalaire
—+oco
Z ux = I|m Z Uy
n—-+4o00
k=0
» reste d'ordre n de la série la valeur de :

n—ZUk—ZUk— Z U

k=n+1
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Dans le cas d'une série convergente :

» somme de la série le scalaire
—+oco
Z ux = I|m Z Uy
n—-+4o00
k=0
» reste d'ordre n de la série la valeur de :

n—ZUk—ZUk— Z U

k=n+1

» La suite des restes (R,,)converge vers 0.
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,

» Une série a termes de signe quelconque converge
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,
» Une série a termes de signe quelconque converge

e soit parce qu'elle est absolument convergente (ie > |uk| converge),
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,
» Une série a termes de signe quelconque converge

e soit parce qu'elle est absolument convergente (ie > |uk| converge),
e soit parce qu'il y a une compensation entre les termes. (ex : série
alternée)
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,
» Une série a termes de signe quelconque converge

e soit parce qu'elle est absolument convergente (ie > |uk| converge),
e soit parce qu'il y a une compensation entre les termes. (ex : série
alternée)

1 : .
Z 2 converge car le terme général tends « suffisamment vite » vers

1
0. Au contraire Z P diverge.
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Généralités

» Si la série > ux converge, alors la suite (u,) tends vers 0. Dans le cas
contraire, on parle de divergence grossiére.

» Une série a termes positifs converge si le terme général tends
« suffisamment vite » vers 0,

» Une série a termes de signe quelconque converge

e soit parce qu'elle est absolument convergente (ie > |uk| converge),
e soit parce qu'il y a une compensation entre les termes. (ex : série
alternée)

1 : .
Z 2 converge car le terme général tends « suffisamment vite » vers

1
0. Au contraire Z P diverge.

—1)k
> Z % converge (série alternée).
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Généralités
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Généralités

» Pour les séries, on montre souvent la convergence sans étre capable
de calculer la valeur de la somme!
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Généralités

» Pour les séries, on montre souvent la convergence sans étre capable
de calculer la valeur de la somme!
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Généralités

» Pour les séries, on montre souvent la convergence sans étre capable
de calculer la valeur de la somme! )

“+o0o
» Ex : en comparant a une intégrale, on montre facilement que Z Pl
k=1
+o0 1 2
converge, mais comment prouver que Z 2=% ?
k=1

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 6/54



Combinaison linéaire

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 7/54



Combinaison linéaire

» Toute combinaison linéaire de deux séries convergentes et
convergentes.
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Combinaison linéaire

» Toute combinaison linéaire de deux séries convergentes et
convergentes.

> Si on sait que > uk et > v, converge, alors on sait que > uy + vk
converge avec :

“+o00

+o0o +oo
Z(uk—i-avk): Zuk—i-aka
k=0 k=0

k=0
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Combinaison linéaire

» Toute combinaison linéaire de deux séries convergentes et
convergentes.

> Si on sait que > uk et > v, converge, alors on sait que > uy + vk
converge avec :

+00 +00 +oo
Z(uk—i-avk): Zuk—i-aka
—+o0 —+o00 “+o00
> Attention : Z (ukx + avk) peut converger sans que Z uy et Z Vi
k=0 k=0 k=0

convergent !
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Séries a termes complexes

P> Pour une série a termes complexes, la convergence est équivalente a
la convergence de la partie réelle et de la partie imaginaire.
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Séries a termes complexes

P> Pour une série a termes complexes, la convergence est équivalente a
la convergence de la partie réelle et de la partie imaginaire.

> La série complexe > (ax + ibx) converge si et seulement si les deux
séries réelles > ay et > by converge.
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Séries a termes complexes

P> Pour une série a termes complexes, la convergence est équivalente a
la convergence de la partie réelle et de la partie imaginaire.

> La série complexe > (ax + ibx) converge si et seulement si les deux
séries réelles > ay et > by converge.

» On a alors :

+o0o +oo +o0
Z(3k+ibk)zzak+izbk
k=0 k=0 k=0
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Série géométrique

Soit A € C.
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Série géométrique

Soit A € C.
> La série Z)\k converge si et seulement si [A| < 1.
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Série géométrique

Soit A € C.
> La série Z)\k converge si et seulement si [A\| < 1.
» on a l'expression des sommes partielles :

n (n+1) siA=1
Z)\kz 1_)\n+1 )
k=0 T si A# 1.
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Série géométrique

Soit A € C.
> La série Z)\k converge si et seulement si [A\| < 1.
» on a l'expression des sommes partielles :

n (n+1) sia=1
Z)\kz 1_)\n+1 )
k=0 ﬁ SI)\#]..

> et |'expression de la somme :

k 1
Sl’ ’< 9 pa 1 h\

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 9/54



Série géométrique
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Série géométrique

> Si la série ne commence pas au premier terme, ne pas |'oublier !
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Série géométrique

> Si la série ne commence pas au premier terme, ne pas |'oublier !
» Soit A e C\ {1}.

1— raison”br de termes

somme partielle = premier terme x

1 — raison
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Série géométrique

> Si la série ne commence pas au premier terme, ne pas |'oublier !
» Soit A e C\ {1}.

nbr de termes

. . 1 — raison
somme partielle = premier terme X y
1 — raison
> Si|A<1:
. 1
somme = premier terme X -
1 — raison
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Série géométrique

> Si la série ne commence pas au premier terme, ne pas |'oublier !
» Soit A e C\ {1}.

nbr de termes

. . 1 — raison
somme partielle = premier terme X y
1 — raison
> Si|A<1:
1

somme = premier terme X -
1 — raison

» C'est un des rares cas ou on calcule la valeur de la somme et on
montre la convergence !
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Série télescopique
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Série télescopique

Définition
» Une série > u, est dite télescopique lorsque I'on peut trouver une
suite (v,) telle que :

VneN, u, = vpr1— vy
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Série télescopique

Définition
» Une série > u, est dite télescopique lorsque I'on peut trouver une
suite (v,) telle que :

VneN, u, = vpr1— vy

> |es sommes partielles se calculent tres facilement :

n n
D k=) Vi1 — Vk = Vag1 — Vo
k=0 k=0
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Série télescopique

Définition
» Une série > u, est dite télescopique lorsque I'on peut trouver une
suite (v,) telle que :

VneN, u, = vpr1— vy

> |es sommes partielles se calculent tres facilement :

n n
D k=) Vi1 — Vk = Vag1 — Vo
k=0 k=0

» Ainsi, la suite (v,) converge si et seulement si la série _ u,, converge.
V.
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Série télescopique

Définition

» Une série > u, est dite télescopique lorsque I'on peut trouver une
suite (v,) telle que :

VneN, u, = vpr1— vy

> |es sommes partielles se calculent tres facilement :

n n
Z Uk = Z Vk+1 — Vk = Vp41 — V0.
k=0 k=0

» Ainsi, la suite (v,) converge si et seulement si la série _ u,, converge.

Dans |'autre sens...

Soit (up) une suite. Alors la suite (up,) converge si et seulement si la série
> (unt1 — un) converge.
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Séries téléscopiques

1

g Zn(n-l—l)

n>1
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Séries téléscopiques

1
g Zn(n+1)

n>1
Il faut écrire :

n(n+1) n n+1
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Séries téléscopiques

1

g Zn(n-l—l)

n>1

g ,,Z:l\/_+\/n+
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Séries téléscopiques

1

g Zn(n+1)

n>1

'n;fWF

Il faut écrire :

iy e i CRER
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Séries téléscopiques

1

> -
n§>:1 n(n+1)
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Séries téléscopiques

T

g ,,Z:l\/_-l-\/n-l-
o)

21 o (1) cos(22)

Il faut écrire :
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Séries téléscopiques

Z 1
— n(n+1)

Chercher les simplifications en particulier pour les fractions.
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Séries téléscopiques

1
n(n+1)

n>1

g ,;\/_+\/n+

sin ()

1
1 1
n>1 COS ( ) cos (T)

v
v

Chercher les simplifications en particulier pour les fractions.

» C'est un des rares cas ol on a |'expression de la somme partielle et ou
on calcule la limite de la somme partielle pour montrer la convergence
et obtenir la somme.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.

P> La suite des sommes partielles converge ou tends vers -+oo.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.

P> La suite des sommes partielles converge ou tends vers -+oo.

> La série > u, converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.

P> La suite des sommes partielles converge ou tends vers -+oo.

> La série > u, converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée.

> Si la série est a termes négatifs, on étudie Z(—uk),
K
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.
P La suite des sommes partielles converge ou tends vers +oo.
> La série > u, converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée.

> Si la série est a termes négatifs, on étudie Z(—uk), En fait c'est
k
série a termes de signe constant qu'il faudrait utiliser.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.

P> La suite des sommes partielles converge ou tends vers -+oo.

> La série > u, converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée.

» Si la série est a termes négatifs, on étudie Z(—uk),
k
> La série peut étre a termes positifs seulement a partir d'un certain
rang.
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Séries a termes positifs

Soit (up) une suite a termes positifs, alors la suite des sommes partielles
est croissante.

P> La suite des sommes partielles converge ou tends vers -+oo.

> La série > u, converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée.

» Si la série est a termes négatifs, on étudie Z(—uk),
k
> La série peut étre a termes positifs seulement a partir d'un certain
rang.

Bien vérifier que le terme général de la série est positif !
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Comparaison par majoration / minoration

Soit (un) et (vn) deux suites a termes positifs, telles que :
VneN, 0< u, < vp.

On a alors :
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Comparaison par majoration / minoration

Soit (un) et (vn) deux suites a termes positifs, telles que :
VneN, 0< u, < vp.

On a alors :

» Si > v, converge alors Y u, converge et :

+oo +oo
0< Z Up < Z Vn
n=0 n=0
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Comparaison par majoration / minoration

Soit (un) et (vn) deux suites a termes positifs, telles que :
VneN, 0< u, < vp.

On a alors :

» Si > v, converge alors Y u, converge et :
+oo +oo

0<Y u< Y v,
n=0 n=0

» Si Y u, diverge (tends vers +00) alors > v, diverge (tends vers +00).

v
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (vy) deux suites a termes positifs vérifiant :

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (vy) deux suites a termes positifs vérifiant :

» u, =0 (vn) alors Si " v,, converge alors > u, converge.
noo
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (vy) deux suites a termes positifs vérifiant :

» u, =0 (vn) alors Si " v,, converge alors > u, converge.
noo

» u, ~ v, alors > v, et > u, ont méme nature.
noo
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (vn) deux suites a termes positifs vérifiant :
» u, =0 (vp) alors Si 3" v, converge alors " u, converge.
noo

» u, ~ vpalors > v, et > u, ont méme nature.
noo

Il arrive de plus que I'on montre en plus que la série est a termes positifs
(a partir d'un certain rang) en utilisant un équivalent!
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (vn) deux suites a termes positifs vérifiant :
» u, =0 (vp) alors Si 3" v, converge alors " u, converge.
noo

» u, ~ vpalors > v, et > u, ont méme nature.
noo

Il arrive de plus que I'on montre en plus que la série est a termes positifs
(a partir d'un certain rang) en utilisant un équivalent!

» On en déduit : u, = 0 (v,) alors si >_ v, converge alors " u,
noo
converge.
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (v,) deux suites a termes positifs vérifiant :
» u, =0 (vp) alors Si 3" v, converge alors " u, converge.
noo

» u, ~ vpalors > v, et > u, ont méme nature.
noo

Il arrive de plus que I'on montre en plus que la série est a termes positifs
(a partir d'un certain rang) en utilisant un équivalent!

» On en déduit : u, = 0 (v,) alors si >_ v, converge alors " u,
noo
converge.

P> Cela permet de se ramener aux séries pour lesquelles la convergence
est connue (série géométrique / série de Riemann )

Sylvain Pelletier
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Comparaisons des séries a termes positifs

Soit (up) et (v,) deux suites a termes positifs vérifiant :

> u, :ngo (vn) alors Si > v, converge alors > u, converge.

» u, ~ vpalors > v, et > u, ont méme nature.
noo

Il arrive de plus que I'on montre en plus que la série est a termes positifs
(a partir d'un certain rang) en utilisant un équivalent!

» On en déduit : u, = 0 (v,) alors si >_ v, converge alors " u,
noo
converge.
> Cela permet de se ramener aux séries pour lesquelles la convergence
est connue (série géométrique / série de Riemann )

» On estime la vitesse a laquelle le terme général (u,) tends vers 0.
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Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs
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Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs

g Z Vvn( cos2

n>1
série a termes positifs et u, > \/Lﬁ donc la série diverge.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs
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Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs

g Z < V/n( cos2

> Z (sinl—ln (l—i—l))
= n n
Développement asymptotique
1 1 1 1 1
w=(z+2 () - G-zt 2 (3))
1 1 1
= (,,z) o 212

cette série est donc a termes positifs (a partir d'un certain rang) et
converge.
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Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs

> ';(sm%—ln<1+1)>

1

| Z —— avec a € R.
— n® 4+ arctan n
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Exemple de comparaison pour les séries a termes positifs

n>1
1
> Z(sin——ln(l—l— )>
n>1 n &
1
> Z—avecaER.

(6%
=1 n® 4 arctan n

Série a termes positifs.
Si o < 0 la série diverge grossierement.
Sia>0ona:

1 1

~ —

n® 4 arctan n noc %

et donc la série est convergente si et seulement si a > 1.
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Lien série intégrale

Soit f une fonction définie sur R a valeurs positives et décroissante.
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Lien série intégrale

Soit f une fonction définie sur R a valeurs positives et décroissante.

On peut alors construire :

n
la suite d'intégrale : </ f(t)dt) qui est une suite croissante
0 neN

la série (Z f(k)) qui est une série a termes positifs
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Lien série intégrale

Soit f une fonction définie sur R a valeurs positives et décroissante.

On peut alors construire :

n
la suite d'intégrale : </ f(t)dt) qui est une suite croissante
0 neN

la série (Z f(k)) qui est une série a termes positifs

P un dessin des rectangles montre que ces deux suites ont liées.
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Lien série intégrale

Soit f une fonction définie sur R a valeurs positives et décroissante.
On peut alors construire :

n
la suite d'intégrale : (/ f(t)dt) qui est une suite croissante
0 neN

la série (Z f(k)) qui est une série a termes positifs

P un dessin des rectangles montre que ces deux suites ont liées.

» Toujours bien avoir en téte ce lien! Il est plus simple de retrouver la
plupart des résultats que de les apprendre.

Sylvain Pelletier
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Lien série intégrale le résultat

Soit donc f une fonction définie sur R™ a valeurs positives et décroissante.

n
Alors la suite (/ f(t)dt) et la série Z (k) ont la méme nature.
L neN keN
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Lien série intégrale le résultat

Soit donc f une fonction définie sur R™ a valeurs positives et décroissante.

n
Alors la suite (/ f(t)dt) et la série Z (k) ont la méme nature.
L neN keN

» La méme nature, pas la méme valeur!
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Lien série intégrale le résultat

Soit donc f une fonction définie sur R™ a valeurs positives et décroissante.

n
Alors la suite (/ f(t)dt) et la série Z (k) ont la méme nature.
L neN keN

» La méme nature, pas la méme valeur!
n

> La suite </ f(t)dt> est croissante, donc converge ou tend vers
0 neN

+00. La série Z f(k) est a termes positifs.
keN
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Lien série intégrale le résultat

Soit donc f une fonction définie sur R™ a valeurs positives et décroissante.

n
Alors la suite (/ f(t)dt) et la série Z (k) ont la méme nature.
L neN keN

» La méme nature, pas la méme valeur!

n
> La suite </ f(t)dt) est croissante, donc converge ou tend vers
0 neN

+o0. La série Z f(k) est a termes positifs.
keN
P> Dans les deux cas c’est asymptotique : on peut enlever les premieres

valeurs !

PSI - LMSC
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Lien série intégrale le résultat

Soit donc f une fonction définie sur R™ a valeurs positives et décroissante.

n
Alors la suite (/ f(t)dt) et la série Z (k) ont la méme nature.
L neN keN

» La méme nature, pas la méme valeur!

n
> La suite </ f(t)dt) est croissante, donc converge ou tend vers
0 neN

+o0. La série Z f(k) est a termes positifs.
keN
P> Dans les deux cas c’est asymptotique : on peut enlever les premieres
valeurs!

On verra que la série converge > f(n) converge si et seulement si f
est intégrable sur [0, +o0].
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Lien série intégrale, la démonstration

» Si on veut la somme encadrée par des intégrales :

k k
Vk € N, / F(t)dt < F(K) < / F(t)dt
k+1 k—1
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Lien série intégrale, la démonstration

> Sion veut la somme encadrée par des intégrales :
k

k
Vk € N, / F(t)dt < F(K) < / F(t)dt
k+1 k—1

On integre
Vt € [k, k +1],f(t) < (k) Vt € [k —1,k],f(t) > f(k)
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Lien série intégrale, la démonstration

> Sion veut la somme encadrée par des intégrales :
k

k
Vk € N, / F(t)dt < F(K) < / F(t)dt
k+1 k—1

On integre
Vt € [k, k +1],f(t) < (k) Vt € [k —1,k],f(t) > f(k)
» Si on veut I'intégrale encadrée par la somme :

k+1
Yk EN, f(k+1) < / F(t)dt < F(K)
k
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Lien série intégrale, la démonstration

» Si on veut la somme encadrée par des intégrales :
k

k
Wk € N, / F(t)dt < F(K) < / F(t)dt
k+1 k—1

On intégre
Vt € [k, k +1],f(t) < (k) Vt € [k —1,k],f(t) > f(k)
» Si on veut l'intégrale encadrée par la somme :
k+1
Vk N, f(k+1)< / F(t)dt < F(k)
k

On intégre
Vt e [k,k+1],f(k+1) < f(t) < (k)
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Lien série intégrale, la démonstration

» Si on veut la somme encadrée par des intégrales :
k

k
Wk € N, / F(t)dt < F(K) < / F(t)dt
k+1 k—1

On intégre
Vt € [k, k +1],f(t) < (k) Vt € [k —1,k],f(t) > f(k)
» Si on veut l'intégrale encadrée par la somme :
k+1
Vk N, f(k+1)< / F(t)dt < F(k)
k
On intégre
Vt e [k,k+1],f(k+1) < f(t) < (k)

» Puis on somme ces relations.
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Lien série intégrale, la démonstration

» Si on veut la somme encadrée par des intégrales :
k

k
Wk € N, / F(t)dt < F(K) </ F(t)dt
k+1 k—1
On intégre
Ve e [k k+ 1], F(£) < F(k)  VEe [k—1,k], F(t) > F(K)

» Si on veut l'intégrale encadrée par la somme :
VkEN, f(k+1) < /k+1 F(t)dt < F(k)
On intégre ‘
Vt e [k,k+1],f(k+1) < f(t) < (k)
» Puis on somme ces relations.

» Dans tous les cas : refaire le dessin au brouillon et attention
aux termes extrémaux.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Lien série intégrale : un exemple

_ 1
Etudi _ .
Heer ; ninn(In(in n))? J
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Lien série intégrale : un exemple

_ 1
Etudier S
,%:2 ninn(In(in n))? J
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Lien série intégrale : un exemple

_ 1
Etudier S
,%:2 ninn(In(in n))? J

1 L
» Ona:t— est décroissante pour t > 3.

tIn(t) (In(In t))?
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Lien série intégrale : un exemple

. 1
Etudier .
n%; nlnn(In(in n))? J

» Ona:t— 5 est décroissante pour t > 3.
tIn(t) (In(Int))

On peut dériver ou raisonner sur le sens de variations d'un produit/
quotient de fonctions positives et de composées.
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Lien série intégrale : un exemple

_ 1
Etudier S
,%:2 ninn(In(in n))? J

1 L
» Ona:t— est décroissante pour t > 3.

tIn(t) (In(In t))?

» On calcule I'intégrale :
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Lien série intégrale : un exemple

- 1
Etudier ) ——— .
n>s nInn(In(In n))

1 L
» Ona:t— 5 est décroissante pour t > 3.

tin(t) (In(Int))

» On calcule I'intégrale :

n dt In(In n) du 1 In(In n)
/3 tIn(t) (In(In t))? _/In(lna) 2 [_U}ln(ln3)
11
In(In(3)) In(In(n))  In(In(3))

En utilisant le changement de variable u = In(In t).
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Lien série intégrale : un exemple

_ 1
Etudier S
,%:2 ninn(In(in n))? J

1 L
» Ona:t— est décroissante pour t > 3.

tIn(t) (In(In t))?

» On calcule I'intégrale :

. . n dt ..
» Ainsi la suite / 5 converge, donc la série
3 tin(t)(In(Int))” ) o
1

——————— converge.
7= nInn(In(in n))

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



La série harmonique

n dt 1
— diverge donc — | diverge.
<~/1 t )nGN 8 Z k g
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La série harmonique

g dt) 1
— diverge donc — | diverge.
<~/1 t neN ;; k

» Plus précisément :

S I n
vneN, [T ld<Y L <14 [
1 t k:lk 1t
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La série harmonique

n dt _ 1) .
(/ ) diverge donc Z — | diverge.
1 t neN k>1 k

» Plus précisément :
arill 1 n1
VneN, / —dt<2—<1+/ “dt
1 t = k 1t

[l faut savoir retrouver ce résultat sur un dessin

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



La série harmonique
n dt 1
— diverge donc — | diverge.
<~/1 t )nGN 8 (Z k) g

k>1

» Plus précisément :
werl 1 ni
WneN, / —dt<2—<1~l—/ > it
1 t k:lk 1t

» ce qui s'écrit :

VneN, In(n+1) < S, <1+In(n)
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La série harmonique

g dt) 1
— diverge donc — | diverge.
<~/1 t neN (;; k)

» Plus précisément :

S I n
vneN, [T ld<Y L <14 [
1 t k:lk 1t

» ce qui s'écrit :
VneN, In(n+1) < S, <1+In(n)
n

1
» On en déduit alors : Z e In(n)

noo
k=1
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La série harmonique

g dt) 1
— diverge donc — | diverge.
<~/1 t neN ;; k

» Plus précisément :
werl 1 ni
vneN, [T ld<Y L <14 [
1 t k:lk 1t
» ce qui s'écrit :

VneN, In(n+1) < S, <1+In(n)

n

Ly 1 - \ .
» On en déduit alors : E P In(n) Cet équivalent est a connaitre.
noo
k=1

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



o
(Inn)

reste R, en déduire un équivalent de R,.

On considere E = ou a > 1. Montrer la convergence, encadrer le
n
>2
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1
(Inn)

reste R, en déduire un équivalent de R,.

On considere E = ol o > 1. Montrer la convergence, encadrer le
n
n>2
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1
(Inn)

reste R, en déduire un équivalent de R,.

On considere E = ol o > 1. Montrer la convergence, encadrer le
n
n>2

» Pour la convergence, on regarde :

n 1
/2 de en posant u = In(x)
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1
(Inn)

reste R, en déduire un équivalent de R,.

On considere E = ol o > 1. Montrer la convergence, encadrer le
n
n>2

» Pour la convergence, on regarde :

n 1
/2 de en posant u = In(x)

Cette suite converge donc la série est convergente.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



On considere Z ol a > 1. Montrer la convergence, encadrer le
nz

1
— n(Inn)®

reste R, en déduire un équivalent de R,.

» Pour la convergence, on regarde :

n 1
/2 de en posant u = In(x)

» Pour I'encadrement, on retrouve le résultat sur le dessin pour n < N :

N+1 N N
p
/n+1 Z k In k)« / (t)dt

k:n+1

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 22 /54



- 1 .
On considere E W ol o > 1. Montrer la convergence, encadrer le
n(lnn

n>2

reste R, en déduire un équivalent de R,.

» Pour la convergence, on regarde :

n 1
/2 de en posant u = In(x)

» Pour I'encadrement, on retrouve le résultat sur le dessin pour n < N :

/nN+1 f(t)dt < ZN: k(lnlk)ag/n"’f(t)dt

+1 k=n-+1

P |l reste a calculer ces intégrales par le changement de variables puis a
faire tendre N vers +o0o pour obtenir :

- 1
"o (o — 1) (Inn)*

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 22 /54




Séries de Riemann

Soit o € R.

L 1 . :
La série Z o convergesi et seulement si o > 1.
k>1
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Séries de Riemann

Soit o € R.

L 1 . :
La série Z o convergesi et seulement si o > 1.
k>1

La série harmonique Z% (qui diverge) est donc un repére :

y
= = = = ~ET
Sylvain Pelletier

Séries numériques

PSI - LMSC



Séries de Riemann

Soit o € R.

L 1 . :
La série Z o convergesi et seulement si o > 1.
k>1

La série harmonique Z% (qui diverge) est donc un repére :

> toute série dont le terme général tends vers 0 moins vite que % diverge

y
= = = = I
Sylvain Pelletier

Séries numériques
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Séries de Riemann

Soit o € R.

L 1 . :
La série Z o convergesi et seulement si o > 1.
k>1

La série harmonique Z% (qui diverge) est donc un repére :

> toute série dont le terme général tends vers 0 moins vite que % diverge

> toute série dont le terme général tends vers 0 plus vite que %
converge.

y
= = = = ~m
Sylvain Pelletier

Séries numériques
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Séries de Riemann

Soit o € R.

L 1 . :
La série Z i converge si et seulement si a > 1.
k>1

La série harmonique Z% (qui diverge) est donc un repére :

> toute série dont le terme général tends vers 0 moins vite que % diverge

> toute série dont le terme général tends vers 0 plus vite que %
converge.

L 1
En effet : la série Z ﬁconverge
k=1

n dt 1 1
SSI la suite/1 il w (na_l = 1> converge

= = =
Sylvain Pelletier

oNla
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Regle du n®u,

Soit Y ui une série a termes réels positifs.
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Regle du n®u,

Soit Y ui une série a termes réels positifs.
1

» Si il existe un réel o > 1 tel que u, = o <n_°‘) ie n%u, — 0, alors
noo

> ui converge.
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Regle du n®u,

Soit > uk une série a termes réels positifs.

» Si il existe un réel o > 1 tel que u, = o (l> ie n%u, — 0, alors
noo

nOC
> u converge.
2.0 1
La série ) - converge, donc ) uy converge
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Regle du n®u,

Soit > uk une série a termes réels positifs.

» Si il existe un réel o > 1 tel que u, = o (,,%) ie n%u, — 0, alors
noo
> u converge.
2.0 1
La série ) - converge, donc ) uy converge
P> Si il existe un réel o < 1 tel que ,,% =0 (up), ie n®u, — +00, alors
noo

> uy diverge.
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Regle du n®u,

Soit Y uk une série a termes réels positifs.
» Si il existe un réel o > 1 tel que u, =0 (%) ie n%u, — 0, alors
> ui converge.
La série > % converge, donc Y uk converge
> Si il existe un réel a <1 tel que & =0 (un), ie n%u, — 400, alors
> uy diverge.
La série ) = L diverge et a partir d'un certain rang % < up
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Regle du n®u,

Soit Y uk une série a termes réels positifs.
» Si il existe un réel o > 1 tel que u, = o (%) ie n%u, — 0, alors
noo

> ui converge.
La série > % converge, donc Y uk converge

> Si il existe un réel a < 1 tel que ;5 = o (uy), ie n%u, — +o0, alors
noo

> uy diverge.
La série ) = L diverge et a partir d’un certain rang % < up

» Si il existe un réel « et un réel | € R} tel que u, ~ nLa ie
noo
n“u, — | # 0, alors )" uj) converge si et seulement si o > 1.

PSI - LMSC

Séries numériques
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Regle du n®u,

Soit > uk une série a termes réels positifs.

» Si il existe un réel @ > 1 tel que u, =0 (%a) ie n“u, — 0, alors
> ui converge.
La série > % converge, donc > uk converge

» Si il existe un réel a <1 tel que —& =0 (up), ie n“u, — 400, alors

> uy diverge.
La série ) - L diverge et a partir d'un certain rang % < uy,
» Si il existe un réel o et un réel | € R} tel que u, ~ ,,La ie
noo

n“u, — | # 0, alors )" u, converge si et seulement si a > 1.
La série > ,,% converge si et seulement si a > 1
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Regle du n®u,

Soit > uk une série a termes réels positifs.

» Si il existe un réel @ > 1 tel que u, =0 (%a) ie n“u, — 0, alors
> ui converge.
La série > % converge, donc > uk converge

» Si il existe un réel a <1 tel que —& =0 (up), ie n“u, — 400, alors

> uy diverge.
La série ) - L diverge et a partir d'un certain rang % < uy,
» Si il existe un réel o et un réel | € R} tel que u, ~ ,,La ie
noo

n“u, — | # 0, alors )" u, converge si et seulement si a > 1.
La série > ,,% converge si et seulement si a > 1

» On calcule la limite de (n“up) pour comparer up, a n% en réfléchissant
comment choisir a.
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Regle du n®u,

Soit > uk une série a termes réels positifs.

» Si il existe un réel @ > 1 tel que u, =0 (%a) ie n“u, — 0, alors
> ui converge.
La série > % converge, donc > uk converge

» Si il existe un réel a <1 tel que —& =0 (up), ie n“u, — 400, alors

> uy diverge.
La série ) - L diverge et a partir d'un certain rang % < uy,
» Si il existe un réel o et un réel | € R} tel que u, ~ ,,La ie
noo

n“u, — | # 0, alors )" u, converge si et seulement si a > 1.
La série > ,,% converge si et seulement si a > 1

» On calcule la limite de (n“up) pour comparer up, a n% en réfléchissant
comment choisir a.

: 1
» On compare (u,) aux repéres .
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Exemples

» Soit 5 > 1. Montrer que la série de terme général u, = ';,‘—B” est
convergente.
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> Soit 5 > 1. Montrer que la série de terme général u, = ';1‘7—57 est
convergente.

On considére a €]1, 5[ (par exemple a = #) on a alors :

Inn

a a—p
5= In(n)n®~"” — 0

donc a partir d'un certain rang :

D’ou la convergence.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Exemples

» Soit 5 > 1. Montrer que la série de terme général u, = ';,‘—B” est
convergente.

Yol 7 7 —_n«
> Série de terme général u, = e~ "

avec a € R. Montrer que la série
converge si et seulement si a > 0.
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» Soit 5 > 1. Montrer que la série de terme général u, = ';‘—,!’ est
convergente.

o s 7 —n®
> Série de terme général u, = e~ "

avec a € R. Montrer que la série
converge si et seulement si « > 0.

Si =0, alors u, =1 et la série diverge grossierement.
Sia <0, alors n — 0 et donc u, — 1 et la série diverge grossiérement.

. e s
Sia>0,alorse™ =o (n—12> donc la série converge
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Regle de d'Alembert

Soit > uk une série a termes positifs.

p e Unt1
On suppose que le rapport entre deux termes consécutifs "L 5 une

Up
limite / lorsque n tends vers +oc0.

Alors :

Sylvain Pelletier
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Regle de d'Alembert

Soit > uk une série a termes positifs.
, .. Unt+1
On suppose que le rapport entre deux termes consécutifs —— a une

Up
limite / lorsque n tends vers +oc0.

Alors :

> Si/ <1 lasérie Y uy est convergente.

Sylvain Pelletier
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Regle de d'Alembert

Soit > uk une série a termes positifs.
, .. Unt+1
On suppose que le rapport entre deux termes consécutifs —— a une

Up
limite / lorsque n tends vers +oc0.

Alors :

> Si/ <1 lasérie Y uy est convergente.

> Si/ > 1 la série Y uy diverge grossierement.

Sylvain Pelletier
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Regle de d'Alembert

Soit > uk une série a termes positifs.
, .. Unt+1
On suppose que le rapport entre deux termes consécutifs —— a une

Up
limite / lorsque n tends vers +oc0.

Alors :

> Si/ <1 lasérie Y uy est convergente.

> Si/ > 1 la série Y uy diverge grossierement.

Si / =1 on ne peut rien dire! (idem si il n'y a pas de limite)
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Regle de d'Alembert

Soit > uk une série a termes positifs.
, .. Unt+1
On suppose que le rapport entre deux termes consécutifs —— a une

Up
limite / lorsque n tends vers +oc0.

Alors :

> Si/ <1 lasérie Y uy est convergente.

> Si/ > 1 la série Y uy diverge grossierement.

Si / =1 on ne peut rien dire! (idem si il n'y a pas de limite)

Tres utile si le terme général est une factorielle ou une puissance : le
quotient se simplifie !
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Démonstration du critére de d'Alembert

u
dan =/avec | < 1.

Soit (u,) une suite telle que lim
noo
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Démonstration du critére de d'Alembert

u
dan =/avec | < 1.

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

> On pose A = 1 (entre 1 et /), si bien que A €]/, 1],

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Démonstration du critére de d'Alembert

u
dan =/avec | < 1.

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

> On pose A = 1 (entre 1 et /), si bien que A €]/, 1],

. Upya
> lim L — /,
noo

donc a partir d'un certain rang ng : up+1 < Aup
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Démonstration du critére de d'Alembert

u
dan =/avec | < 1.

Soit (u,) une suite telle que lim
noo  u,
> On pose A = 1 (entre 1 et /), si bien que A €]/, 1],

. Upya
> lim —F
noo

=/, donc a partir d'un certain rang ng : Upt11 < Aup

> Et par récurrence immédiate : u, < A" ™u,,, pour n > ng
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Démonstration du critére de d'Alembert

u
dan =/avec | < 1.

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

> On pose A = 1 (entre 1 et /), si bien que A €]/, 1],

. Upya
> lim —F
noo

=/, donc a partir d'un certain rang ng : Upt11 < Aup

> Et par récurrence immédiate : u, < A" ™u,,, pour n > ng
> Or Z)\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n
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Démonstration du critére de d'Alembert

. . . u
Soit (u,) une suite telle que lim
noo

vy VYV

v

L~ Javec /< 1.
Up
On pose A = 1! (entre 1 et /), si bien que A €]/,1],

. Upya
lim
noo

=/, donc a partir d'un certain rang ng : Upt11 < Aup

Et par récurrence immédiate : u, < A" ™up,, pour n = ng
Or Z)\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n

On a comparé > u, et la série géométrique Y A"
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Démonstration du critére de d'Alembert

. . . u
Soit (u,) une suite telle que lim
noo

vy VYV

v

L~ Javec /< 1.
Up
On pose A = 1! (entre 1 et /), si bien que A €]/,1],

. Upya
lim
noo

=/, donc a partir d'un certain rang ng : Upt11 < Aup

Et par récurrence immédiate : u, < A" ™up,, pour n = ng
Or Z)\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n

On a comparé > u, et la série géométrique Y A"
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Démonstration du critére de d'Alembert

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

vy VYV

v

u
dan =/avec | < 1.

Un

On pose A = 1! (entre 1 et /), si bien que A €]/,1],

u
lim 2+t — I, donc a partir d'un certain rang ng : up11 < Aup
noco U,

Et par récurrence immédiate : u, < A" ™up,, pour n = ng
Or Z)\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n

On a comparé > u, et la série géométrique Y A"

Idem pour / > 1.
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Démonstration du critére de d'Alembert

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

vy VYV

v

u
dan =/avec | < 1.

Un

On pose A = 1! (entre 1 et /), si bien que A €]/,1],

u
lim 2+t — I, donc a partir d'un certain rang ng : up11 < Aup
noco U,

Et par récurrence immédiate : u, < A""™up,, pour n = ng
Or Z)\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n

On a comparé > u, et la série géométrique Y A"

Idem pour / > 1.
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Démonstration du critére de d'Alembert

Soit (u,) une suite telle que lim
noo

vy VYV

v

Unyi

=/lavec /< 1.
Up
On pose A = 1! (entre 1 et /), si bien que A €]/,1],

. Up41
lim
noco U,

=/, donc a partir d'un certain rang ng : Upt11 < Aup

Et par récurrence immédiate : u, < A""™up,, pour n = ng
Or Z/\” converge car 0 < A < 1 donc Z up converge.
n n

On a comparé > u, et la série géométrique Y A"

Idem pour / > 1.

Voir les démonstrations des croissances comparées :

n— ! a— ! o= z
Tog () =g () =g @)
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Exemples pour la regle de d'Alembert

n!
Convergence de —
n
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Exemples pour la regle de d'Alembert

n!
Convergence de — J
n

Unt1 n \" 1 )>
= = In({1— ——
Up (n+1> eXp<nn< n+1

On met sous forme exponentielle pour obtenir : % — e 1 <1 La série
n
converge
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Exemples pour la regle de d'Alembert

n!
Convergence de —
n

)

Convergence de Z a

n
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Exemples pour la regle de d'Alembert

n!
Convergence de —
n

)

Convergence de Z o

n

Upt1 . 2n+1
up,  n+1

La série diverge.
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Formule de Stirling

On a:
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Formule de Stirling

n
n
nl ~ () 27n
noo \ e
Une des rares formules a connaitre par cceur !
v,
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Formule de Stirling

n
n
nl ~ () 27n
noo \ e
Une des rares formules a connaitre par cceur !

» On verra la démonstration en exercice.
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Formule de Stirling

n
n
nl ~ () 27n
noo \ e
Une des rares formules a connaitre par cceur !

» On verra la démonstration en exercice.

» Utile pour les séries : permet de donner un équivalent d'une série
lorsqu’il y a des factorielles et que le critére de d'Alembert ne permet
pas de conclure.
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Formule de Stirling

On a:

n
n
nl ~ () 27n
noo \ e
Une des rares formules a connaitre par cceur !

» On verra la démonstration en exercice.

» Utile pour les séries : permet de donner un équivalent d'une série
lorsqu’il y a des factorielles et que le critére de d'Alembert ne permet
pas de conclure.

> |l y a souvent des factorielles dans les séries a cause de la formule de
Taylor!
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Comment utiliser la formule de Stirling

» Ona:nl ~ (g)" 2mn.

noo
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Comment utiliser la formule de Stirling

» Ona:nl ~ (g)" 2mn.

noo

e

: | ~ 4n(m)2n
> Donc : (2n)! ~ 4 (2)°" Vamn.
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Comment utiliser la formule de Stirling

» Ona:nl ~ (g)" 2mn.

noo

e

: | ~ 4n(m)2n
> Donc : (2n)! ~ 4 (2)°" Vamn.

» On peut aussi faire :

(n+1)!=(n+1)n! o~ nn! o~ n"tle="\/271n
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Comment utiliser la formule de Stirling

» Ona:nl ~ (g)" 2mn.

noo

. | ~ n(n 2n
> Donc : (2n)! ~ 4 (2)“" V4mn.

» On peut aussi faire :

(n+1)!=(n+1)n! ~ nn! ~ n"tle="\/271n
noo

noo

Il est souvent plus simple d'écrire (n+ 1)! = (n+ 1)n! plutét que
d’'appliquer la formule « en n+ 1 ».
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Application de la formule de Stirling

I
= o

Nature de la série : Z M J
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Application de la formule de Stirling

Nature de la série : Z M J

|
n>1 n:
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Application de la formule de Stirling

Nature de la série : Z M J

|
n>1 n:

> Série a termes positifs. Clairement, le n! va « I'emporter » sur In(n)".
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Application de la formule de Stirling

Nature de la série : Z (In(n) ) J

n>1

> Série a termes positifs. Clairement, le n! va « I'emporter » sur In(n)".
» On le montre avec la formule de Stirling :

" e & (o) 7o

On regarde ensuite n’u, :

n—2
Puy ~ In(f) 1 In(n)?
- 2
noo | e~1n V2me=2 +/n
—0 constant —0
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Application de la formule de Stirling

Nature de la série : Z (In(n) ) J

n>1

> Série a termes positifs. Clairement, le n! va « I'emporter » sur In(n)".
» On le montre avec la formule de Stirling :

" e & (o) 7o

On regarde ensuite n’u, :

n—2
Puy ~ In(f) 1 In(n)?
- 2
noo | e~1n V2me=2 +/n
—0 constant —0

» Ainsi, u, = o (?12> et donc la série Z up converge.
noo
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Applications de la formule de Stirling

2
5 227(2n-1)

)
Nature de la série : Z —__\n/ J
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Applications de la formule de Stirling

)
22n(2n — 1)

Nature de la série : Z
n>1

)2n 4nm 22n

o[¥

Série a termes positifs

2n> (2n)! N
(WY 7 ((2)7 /2ar)? 7 VD

¥

1
3
2

Donc
1 1
u ~
"o (20— 1)yan 2y,

PSI - LMSC

la série > u, converge !

Séries numériques

Sylvain Pelletier



Stirling ou d'Alembert ?

2n
Nature de la série : ,,§>:1 % avec la regle de d'Alembert. J
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Stirling ou d'Alembert ?

2n
Nature de la série : Z % avec la regle de d'Alembert. J

rapport de deux termes consécutifs :

Unt1 _(2nn:12) 22" (2n—1)
up (3" 220%2(2n+ 1)
_(2n4+2)8 n! nl 1(2n-1)
T 2nt (n+1)1(n+1)14(2n+1)
(2n+2)(2n+1)(2n—1)  4n?
T 4(n+1)2  (2n+1) no 4n2 oo

1
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Stirling ou d'Alembert ?

2n
Nature de la série : Z % avec la regle de d'Alembert. J

rapport de deux termes consécutifs :

2n+2

Un+1 :(nnil) 22" (2n—1)
U (3) 22772(20+ 1)

_(2n42)8 N nl 1(2n—-1)

20 (n+ D) (n+1)4(2n+1)

_ 2

:(2n—|—2)(2n+1) (2n—1) 4 1
4(n+1)2 (2n+ 1) noo 4p? nco

La régle de d'Alembert ne permet pas de conclure.
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Notion de famille sommable

Pour une famille dénombrable (x;);c; de réels positifs, on peut associer la
somme ), x; : on prend une bijection ¢ : N — /, et on pose :

D oXi= D Xe(n)

i€l neN
La famille (x;);cs est dite sommable si cette derniére série converge.

Sylvain Pelletier
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Notion de famille sommable

Pour une famille dénombrable (x;);c; de réels positifs, on peut associer la
somme ), x; : on prend une bijection ¢ : N — /, et on pose :

D oXi= D Xe(n)

i€l neN
La famille (x;);cs est dite sommable si cette derniére série converge.

» Cela ne dépend pas de I'ordre dans lequel on fait la sommation.

Sylvain Pelletier
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Notion de famille sommable

Pour une famille dénombrable (x;);c; de réels positifs, on peut associer la
somme » ., x; : on prend une bijection ¢ : N — /, et on pose :

DX =D Xe(n)

i€l neN
La famille (x;);e; est dite sommable si cette derniére série converge.

» Cela ne dépend pas de |'ordre dans lequel on fait la sommation. Faux
si les termes sont de signe quelconques

Sylvain Pelletier
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Notion de famille sommable

Pour une famille dénombrable (x;);c; de réels positifs, on peut associer la
somme » ., x; : on prend une bijection ¢ : N — /, et on pose :

DX =D Xe(n)

i€l neN
La famille (x;);e; est dite sommable si cette derniére série converge.

» Cela ne dépend pas de |'ordre dans lequel on fait la sommation. Faux
si les termes sont de signe quelconques

» On peut découper en paquet comme on le souhaite :
Pour tout découpage : | = U I, union disjointe

neN
—+00
on a: ZX;ZZZX,'
iel n=0i€l,

Sylvain Pelletier
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Somme double infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes doubles infinies Z aj; de réels positifs.
(i,j)eN?
C’est une somme indexée sur N2,
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Somme double infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes doubles infinies Z aj; de réels positifs

(ij)EN?
C’est une somme indexée sur N2.
+oo [+oo
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z ajj
i=0 \j=0

Sylvain Pelletier
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Somme double infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes doubles infinies Z aj; de réels positifs.

(ij)EN?
C’est une somme indexée sur N2.
+oo [+oo
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z ajj
i=0 \j=0

» Ou en colonne puis en ligne : Z (Z a,J)

j=0
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Somme double infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes doubles infinies Z aj; de réels positifs.

(ij)EN?
C’est une somme indexée sur N2.
+oo
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z ajj
i=0

» Ou en colonne puis en ligne : Z (Z a,J)

Jj=0
+o00
» Ou encore en diagonale : Z Z ajj
n=0 \i+j=n
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Somme double infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes doubles infinies Z aj; de réels positifs.

(ij)EN?
C’est une somme indexée sur N2.
+oo [+oo
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z ajj
i=0 \j=0

» Ou en colonne puis en ligne : Z (Z a,J)

Jj=0
+o00
» Ou encore en diagonale : Z Z ajj
n=0 \i+j=n

> Si les séries convergent |'une des méthodes alors elles convergeront
pour les autres et on aura égalité de la valeur somme.
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Somme triangle infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes triangle infinies : Z a;j de réels
(ij)eN? i<j

positifs.
“+o00o E e
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z aj j
i=0 \j=i+1
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Somme triangle infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes triangle infinies : Z a;j de réels
(iJ)eEN? i<j
positifs.
“+o00o E e
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z aj j
i=0 \j=i+1

too [ J
» Ou l'inverse : Z Zau
j=1 \i=0
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Somme triangle infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes triangle infinies : Z a;j de réels
(iJ)eEN? i<j
positifs.
“+o00o E e
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z aj j
i=0 \j=i+1

too [ J
» Ou l'inverse : Z Zau
j=1 \i=0

» Si les séries convergent pour une méthode alors elles convergeront
pour |'autre et on aura égalité.
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Somme triangle infinie de réels positifs

On peut manipuler des sommes triangle infinies : Z a;j de réels
(iJ)eEN? i<j
positifs.
+oo +oo
» On peut sommer en ligne puis en colonne : Z Z aj j
i=0 \j=i+1
+oo [
» Ou l'inverse : Z Za,-J
j=1 \i=0
» Si les séries convergent pour une méthode alors elles convergeront
pour |'autre et on aura égalité.

Dans le cas d’une famille de réels positifs, on peut manipuler les sommes
de maniére naturelle. La finitude de la somme valant preuve de la

sommabilité.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.

» Pour | = N, la sommabilité signifie donc la convergence absolue.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.

» Pour | = N, la sommabilité signifie donc la convergence absolue.
> Si il existe une famille sommable de réels positifs (y;);c; telle que :
Vi e I7 |Xi‘ <yl
alors la famille (x;) est sommable.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.

» Pour | = N, la sommabilité signifie donc la convergence absolue.
> Si il existe une famille sommable de réels positifs (y;);c; telle que :
Vi e I7 |Xi| g.yl
alors la famille (x;) est sommable.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.

» Pour | = N, la sommabilité signifie donc la convergence absolue.
> Si il existe une famille sommable de réels positifs (y;);c; telle que :
Vi e I7 |Xi| g.yl
alors la famille (x;) est sommable.

Dans le cas d'une famille de complexes sommable, on peut manipuler
les sommes de maniére naturelle.
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Famille sommable de complexe

Une famille dénombrable (x;);e; de nombres complexes est dite sommable
si la famille (|x;|);es I'est.

» Pour | = N, la sommabilité signifie donc la convergence absolue.
> Si il existe une famille sommable de réels positifs (y;);c; telle que :
Vi e I7 |Xi| g.yl
alors la famille (x;) est sommable.

Dans le cas d'une famille de complexes sommable, on peut manipuler
les sommes de maniére naturelle.

Mais il faut vérifier avant que la famille est sommable, ie faire d'abord

les calcul avec |x;|.
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Séries absolument conv

Soit (up) une suite a valeurs dans K et " uy la série de terme général u,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a
termes réels positifs Y |uk| converge.
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Séries absolument conv

Soit (u,) une suite a valeurs dans K et Y uy la série de terme général uj,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a
termes réels positifs Y |uk| converge.
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Séries absolument conv

Soit (u,) une suite a valeurs dans K et Y uy la série de terme général uj,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a
termes réels positifs Y |uk| converge.

> Toute série absolument convergente est convergente.
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Séries absolument conv

Soit (u,) une suite a valeurs dans K et Y uy la série de terme général uj,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a
termes réels positifs Y |uk| converge.

> Toute série absolument convergente est convergente.

» On a de plus :

+oo

< |ukl

k=0

+00
D> uk
k=0
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Séries absolument conv

Soit (up) une suite a valeurs dans K et " uy la série de terme général u,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a

termes réels positifs Y |uk| converge.

P> Toute série absolument convergente est convergente.

» On a de plus :

+o0o
D Uk
k=0

+oo
<D |
k=0

Valeur absolue ou module!

Sylvain Pelletier
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Séries absolument con

Soit (up) une suite a valeurs dans K et " uy la série de terme général u,.

On dit que la série > ug converge absolument si et seulement si la série a
termes réels positifs Y |uk| converge.

P> Toute série absolument convergente est convergente.
» On a de plus :

+o0o +oo
> e < Juil
k=0 k=0

Valeur absolue ou module!

v

Toujours commencer par essayer de montrer la convergence absolue.

Sylvain Pelletier
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Série absolument convergente

Soit (un) une suite complexe, et (v,,) une suite de réels positifs.

Si up =0 (vn) etsila série a termes positifs > v, converge, alors Y up,
noo

est absolument convergente.
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Série absolument convergente

Soit (up) une suite complexe, et (v,) une suite de réels positifs.

Si up =0 (va) (iesi ’% est borné) et si la série a termes positifs Y v,
noo n

converge, alors > u, est absolument convergente.
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Série absolument convergente

Soit (up) une suite complexe, et (v,) une suite de réels positifs.

Si up =0 (va) (iesi ’% est borné) et si la série a termes positifs Y v,
noo n

converge, alors > u, est absolument convergente.
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Série absolument convergente

Soit (up) une suite complexe, et (v,) une suite de réels positifs.

Si up =0 (va) (iesi ’% est borné) et si la série a termes positifs Y v,
noo n

converge, alors > u, est absolument convergente.

» Peut &tre utilisé pour des séries complexes (c'est le module).

Sylvain Pelletier
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Série absolument convergente

Soit (up) une suite complexe, et (v,) une suite de réels positifs.

Si up =0 (va) (iesi ’% est borné) et si la série a termes positifs Y v,
noo n

converge, alors > u, est absolument convergente.

» Peut &tre utilisé pour des séries complexes (c'est le module).

> Permet donc d’obtenir des convergence absolue par comparaison aux
séries usuelles.

Sylvain Pelletier
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Série absolument convergente

Soit (up) une suite complexe, et (v,,) une suite de réels positifs.
Si up =0 (vn) (iesi ’% est borné) et si la série a termes positifs Y v,
noo n

converge, alors > u, est absolument convergente.

» Peut &tre utilisé pour des séries complexes (c'est le module).

> Permet donc d’obtenir des convergence absolue par comparaison aux
séries usuelles.

ein0 einG
converge puisque —— = O (%)
n n

Par exemple : si 6 € R, E 2
n
n

Sylvain Pelletier
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Séries absolument convergente

R 2
» Convergence de >, %’7—) J
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Séries absolument convergente

» Convergence de >, () J

n

Cette série est absolument convergente car :

. 2
sn(r)| 1
n

| sin(n?)] :
Z ———5—— converge par comparaison 5
~ n n
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire.
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire. J

Autrement dit la série s'écrit alors > (—1) vx ou 3°(—1)k* vy avec v
positif
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire.

V.
Théoreme cial des séries alternées

Une série alternées ) uj, telle que (\u,,|) est une suite décroissante qui

tends vers 0 est convergente.
De plus :
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire.

V.
Théoreme cial des séries alternées

Une série alternées ) uj, telle que (\u,,|) est une suite décroissante qui

tends vers O est convergente.

De plus :
—+o0
» On a une estimation du reste : Vn € N, Z ug| < |upt1l-
k=n+1
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire.

V.
Théoreme cial des séries alternées

Une série alternées ) uj, telle que (\u,,|) est une suite décroissante qui

tends vers O est convergente.

De plus :
—+o0
» On a une estimation du reste : Vn € N, Z ug| < |upt1l-
k=n+1
“+o00
» On connait le signe du reste : Vn € N, Z Uy a le signe de upyq.
k=n+1
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Séries alternées

Une série réelle > uy est dite alternée si pour tout entier naturel n, les
termes u, et up41 sont de signe contraire.

V.
Théoreme cial des séries alternées

Une série alternées ) uj, telle que (\u,,|) est une suite décroissante qui

tends vers O est convergente.

De plus :
—+o0
» On a une estimation du reste : Vn € N, Z ug| < |upt1l-
k=n+1
“+o00
» On connait le signe du reste : Vn € N, Z Uy a le signe de upyq.
k=n+1

» La somme a le signe du premier terme.
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Séries alternées (démonstration)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
VneN, uy, >0et uppy1 <0.
n

On note S, = Z uy la somme partielle
k=0
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Séries alternées (démonstration)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
VneN, uy, >0et uppy1 <0.
n

On note S, = Z uy la somme partielle
k=0

» Ona:

Sont1 — Son =Uzpt1 — 0

car |uznt2 Unt1]

Sont2 — Son =Upny2 + Uont1 |
car |U2n+3’

0 |
0 |u2nt2|

NN

<
Sont3 — Sont1 =U2ny3 + U2pi2 =
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Séries alternées (démonstration)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
VneN, uy, >0et uppy1 <0.
n

On note S, = Z uy la somme partielle
k=0

» Ona:

Sont1 — Son =Uzpt1 — 0

car |uznt2 Unt1]

Sont2 — Son =Upny2 + Uont1 |
car |U2n+3’

0 |
0 |u2nt2|

NN

<
Sont3 — Sont1 =U2ny3 + U2pi2 =

» Donc les suites (Sz,) et (S2n+1) sont adjacentes ! donc convergente et
(Sn) converge, ie la série est convergente.
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Séries alternées (démonstration)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
VneN, uy, >0et uppy1 <0.
n

On note S, = Z uy la somme partielle
k=0

» Ona:

Sont1 — Son =Uzpt1 — 0

car |uznt2 Unt1]

Sont2 — Son =Upny2 + Uont1 |
car |U2n+3’

0 |
0 |u2nt2|

NN

<
Sont3 — Sont1 =U2ny3 + U2pi2 =

» Donc les suites (Sz,) et (S2n+1) sont adjacentes ! donc convergente et
(Sn) converge, ie la série est convergente.

v

Résultat important puisqu'il utilise I'axiome fondamental de R.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC 42 /54




Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, upp, >0et uppr1 < 0. On note S, = Z uk la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (S2p) et (San+1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, upp, >0et uppr1 < 0. On note S, = Z uk la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (S2p) et (San+1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» En étudiant les suites adjacentes, on a [Spp — S| < |S2nt1 — Sanl i€
|Ron| < |U2n+1]
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, upp, >0et uppr1 < 0. On note S, = Z uk la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (S2p) et (San+1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» En étudiant les suites adjacentes, on a [Spp — S| < |S2nt1 — Sanl i€
|Ron| < |U2n+1]
» idem : |Sopi1 — S| < |Sont2 — Sont] i€ |Ront1]| < |t2ns2].
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, upp, >0et uppr1 < 0. On note S, = Z uk la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (S2p) et (San+1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» En étudiant les suites adjacentes, on a [Spp — S| < |S2nt1 — Sanl i€
|Ron| < |U2n+1]

» idem : |Sopi1 — S| < |Sont2 — Sont] i€ |Ront1]| < |t2ns2].

» Ainsi on trouve |'estimation du reste :

+oo

Z Ug| < ’Un—l—ll

k=n-+1
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, up, >0 et uppr1 <0.On note S, = Z uy la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (Sz,) et (Sapt1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» Comme Sp = up > 0 alors S; = up+u; >0o0rona$ € [S1,S], ainsi
S > 0. La somme S est donc du signe du premier terme!
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, up, >0 et uppr1 <0.On note S, = Z uy la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (Sz,) et (Sapt1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» Comme Sp = up > 0 alors S; = up+u; >0o0rona$ € [S1,S], ainsi
S > 0. La somme S est donc du signe du premier terme!

» De méme, Sy, > S, donc Ry, = S — Sy, < 0 (du signe de tp,41). On
vérifie aussi que Rapt1 =S — Sopt1 = 0 (du signe de upni2). Le reste
d'ordre n est donc du signe w41 (terme suivant).

o
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Séries alternées (démonstration suite)

> uy est alternée avec (|u,,|> décroissante qui tends vers 0. On suppose
n
VneN, up, >0 et uppr1 <0.On note S, = Z uy la somme partielle et
k=0
S = limpso Sp. On a vu que (Sz,) et (Sapt1) sont adjacentes, avec (Szp)
décroissante.

» Comme Sp = up > 0 alors S; = up+u; >0o0rona$ € [S1,S], ainsi
S > 0. La somme S est donc du signe du premier terme!

» De méme, Sy, > S, donc Ry, = S — Sy, < 0 (du signe de tp,41). On
vérifie aussi que Rapt1 =S — Sopt1 = 0 (du signe de upni2). Le reste
d'ordre n est donc du signe w41 (terme suivant).

o

P> Le point important : les sommes partielles de rang pairs et impairs
sont adjacentes! donc la somme S est comprise entre deux sommes
partielles consécutives quelconques.
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Exemples de séries alternées

—1)"
La plus simple : Z u

n>1

est convergente.

1
N la série : —-1)" in{—).
ature de la série zn:( )"/nsin (n)
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Exemples de séries alternées

n>1

—1 n
La plus simple : Z u est convergente. J

C'est une série alternée et que % — 0 en décroissant

1
N la série : -1)" in{—|.
ature de la série Zn:( )"/nsin (n) J

Sylvain Pelletier
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Exemples de séries alternées

_1)n
La plus simple : Z u est convergente.
n>1

1
Nature de la série : -1)" in(— ).
ature de la série Zn:( )"/nsin (n)

Ona:

La premiere série est alternée et convergente, la deuxiéme est absolument
convergente donc convergente.

Sylvain Pelletier
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Exemples de séries alternées

—1)n
La plus simple : Z u est convergente.
n>1

1
N la série : —-1)" in{—).
ature de la série zn:( )"/nsin (n)

Les résultats d'encadrement donnent un critere d'arrét pour les
algorithmes de calcul de la somme.
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Des contre exemples

(-1 (=,
Vo me

La série Z (G converge mais la série ) (\[) + L ne converge pas

n

(sinon Z% convergeralt).
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Des contre exemples

=07 G
v we Jn
La série Z Gl converge mais la série > (\}) + ne converge pas
(sinon Z = convergera|t)

Les crlteres de comparaison ne sont valables que pour les séries a termes
positifs !
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Des contre exemples

(-1 (1,
Jn we Ja
La série Z Gl converge mais la série > (\}) —|— ne converge pas

1
(sinon 3° - convergeralt).
Les criteres de comparaison ne sont valables que pour les séries a termes
positifs !

1
La série Z (G converge mais la série > \f+()1)" ne converge pas.

Pourtant c'est blen une serlelalternee etlon a bien :

v/ 1o /it (~1)"
Pour le montrer, il suffit de faire :
ST
Vi VRt (-1 n+(-1)m

série divergente
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Des contre exemples

(=" &
NV
La série > %M converge, mais la série ) £7EL + % ne converge pas

. 1 .
(sinon 3~ - convergerait).

Les criteres de comparaison ne sont valables que pour les séries a termes
positifs !

1
La série Z (G converge mais la série ) f+()1)n ne converge pas.

Pourtant c'est blen une serlelalternee etlon a bien :

/e /n g (<17
fair
n

Pour le montrer, il suffit de faire :
1

(=1)" _ (=1) = série divergente
U Rt (D) (D) e divergent

La monotonie ne passe pas a |I'équivalent !

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Produit de Cau

Soit »7,50 Un €t 3,50 Vn deux séries. On appelle produit de Cauchy des
deux séries > u, et > v, la série > - w, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= ) UVi= Y Un_kVk
k=0

i+j=n

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Produit de Cau

Soit »7,50 Un €t 3,50 Vn deux séries. On appelle produit de Cauchy des
deux séries > u, et > v, la série > - w, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= ) UVi= Y Un_kVk
k=0

i+j=n

» |l faut avoir repéré ces termes dans le tableau des valeurs de (uj, vj).
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Produit de Cau

Soit »7,50 Un €t 3,50 Vn deux séries. On appelle produit de Cauchy des
deux séries > u, et > v, la série > - w, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= ) UVi= Y Un_kVk
k=0

i+j=n

» |l faut avoir repéré ces termes dans le tableau des valeurs de (uj, vj).

» Comme pour le produit de deux polyndmes.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Convergence du produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy la série > w,, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= > UiVi= ) Up vk
k=0

i+j=n
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Convergence du produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy la série > w,, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= > UiVi= ) Up vk
k=0

i+j=n

> Si les séries > up et > v, sont absolument convergente, alors la série
> w, est absolument convergente.
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Convergence du produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy la série > w,, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= > UiVi= ) Up vk
k=0

i+j=n

> Si les séries > up et > v, sont absolument convergente, alors la série
> w, est absolument convergente.

» On a de plus :
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Convergence du produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy la série > w,, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= > UiVi= ) Up vk
k=0

i+j=n

> Si les séries > up et > v, sont absolument convergente, alors la série
> w, est absolument convergente.

» On a de plus :

Démonstration en exercice !
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Convergence du produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy la série > w,, de terme général :

n
Wn—ZUkVn K= > UiVi= ) Up vk
k=0

i+j=n

> Si les séries > up et > v, sont absolument convergente, alors la série
> w, est absolument convergente.

» On a de plus :

Démonstration en exercice !

Si on développe les deux sommes, on retrouve ce résultat facilement !
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Produit de Cauchy
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.

> |l faut alors adapter la formule.
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.
> |l faut alors adapter la formule.

» Sauf indication contraire, le produit de Cauchy est :
w, = Z u;vj ie la somme des valeurs le long de la diagonale
i+j=n

PSI - LMSC
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.

> |l faut alors adapter la formule.

» Sauf indication contraire, le produit de Cauchy est :
w, = Z u;vj ie la somme des valeurs le long de la diagonale
i+j=n
» On regroupe donc les termes par valeur de la somme des indices, mais
les indices i et j et n varient dans des intervalles a adapter.
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.

> |l faut alors adapter la formule.

» Sauf indication contraire, le produit de Cauchy est :
w, = Z u;vj ie la somme des valeurs le long de la diagonale
i+j=n
» On regroupe donc les termes par valeur de la somme des indices, mais
les indices i et j et n varient dans des intervalles a adapter.

Toujours refaire le schéma du tableau (avec les diagonales)
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.

> |l faut alors adapter la formule.

» Sauf indication contraire, le produit de Cauchy est :
w, = Z u;vj ie la somme des valeurs le long de la diagonale
i+j=n
» On regroupe donc les termes par valeur de la somme des indices, mais
les indices i et j et n varient dans des intervalles a adapter.

Toujours refaire le schéma du tableau (avec les diagonales)

Toujours ré-écrire le produit des premiers termes pour voir le produit
de Cauchy.
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Produit de Cauchy

» Parfois |'une des suites (u,) et (v,) (ou les deux) ne sont définies que
pour n > 1.

> |l faut alors adapter la formule.

» Sauf indication contraire, le produit de Cauchy est :
w, = Z u;vj ie la somme des valeurs le long de la diagonale
i+j=n
» On regroupe donc les termes par valeur de la somme des indices, mais
les indices i et j et n varient dans des intervalles a adapter.

Toujours refaire le schéma du tableau (avec les diagonales)

Toujours ré-écrire le produit des premiers termes pour voir le produit
de Cauchy.

Le résultat du cours assure la convergence absolue du produit de
Cauchy de deux séries absolument convergente.
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> Lorsque les suites (up) et (v,) sont définies pour n > 1, on pose de

méme : .
n—

Vn>2 Z upvj = Zun_,v, Zu,-v,,_,-.
i=1

i+j=n
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> Lorsque les suites (up) et (v,) sont définies pour n > 1, on pose de

méme : .
n—

Vn>2 Z upvj = Zun_,v, Zu,-v,,_,-.
i=1

i+j=n
» Sur le tableau, on voit bien pourquoi Ia sommevadelan—1!
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> Lorsque les suites (up) et (v,) sont définies pour n > 1, on pose de

méme :
n—1
Vn > Z upvj = Zun_,v, Zu,-v,,_,-.
i=1

i+j=n
» Sur le tableau, on voit bien pourquoi Ia sommevadelan—1!

(n+w+uv+-+... ) (vi+vt+vz+---+...)=
(U1V1)-|—(U1V2-|-U2V1)-|—(U1V3-|—UQV2+U3V1)+--~+...
~——

wo w3 wa

Sylvain Pelletier Séries numériques



> Lorsque les suites (up) et (v,) sont définies pour n > 1, on pose de

méme :
n—1
Vn > 2 Z ujvj = Z Up—jVi = Z Uivpn—j.
i=1

i+j=n
» Sur le tableau, on voit bien pourquoi Ia sommevadelan—1!

(n+w+uv+-+... ) (vi+vt+vz+---+...)=
(U1V1)-|-(U1V2-|-U2V1)-|—(U1V3-|—UQV2+U3V1)+"'+...
——

wo w3 wa

» Si les deux séries Z u, et Z vp sont absolument convergente, alors

n>1 n>1
on a de méme : Z w, absolument convergente et
n>2

+oo “+o0o +oo
S = (D) (v
n=2 n=1 n=1
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Exemple de produits de Cauchy

n
- -~ 1
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E WJ
k=1
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Exemple de produits de Cauchy

n
- - 1l
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E T2onk-
k=1

v
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Exemple de produits de Cauchy

n
- - 1l
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E T2onk-
k=1

v

» Pour n > 1, on considere u, = % et pour n > 0, on pose v, = %
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Exemple de produits de Cauchy

n
- - 1l
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E T2onk-
k=1

» Pour n > 1, on considere u, = % et pour n > 0, on pose v, = L

F.
%1 22 =1
» Les deux séries — = — et — = 2 sont absolument
B R TP F

convergentes.
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Exemple de produits de Cauchy

n
- - 1l
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E T2onk-
k=1

» Pour n > 1, on considere u, = % et pour n > 0, on pose v, = %

—+oco 1 71_2 —+oco
» Les deux séries — = — et — = 2 sont absolument
Z n2 6 Z on
n=1 n=0
convergentes.
» On écrit :

(nm+w+u+...)(w+vi+w+...)
:(U1V0)+(U1V1 + U2V0)+(U]_V2 + vy + U3V0)+...
——

wi w2 w3
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Exemple de produits de Cauchy

n
- - 1l
» Convergence et valeur de la série de terme général : w, = E T2onk-
k=1

» Pour n > 1, on considere u, = % et pour n > 0, on pose v, = %

—+oco 1 71_2 —+oco
» Les deux séries — = — et — = 2 sont absolument
Z n2 6 Z on
n=1 n=0
convergentes.
» On écrit :

(nm+w+u+...)(w+vi+w+...)
:(U1V0)+(U1V1 + U2V0)+(U]_V2 + vy + U3V0)+...
——

wi w2 w3

» Donc la série > w,, est absolument convergente et

+oo +o0o +o00 71_2
ZW,,_<ZU,,) (Zv,,) = — X2
n=1 n=1 n=1 6
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Exemple de produits de Cauchy

In(n 1 1
Pour n > 2 on pose u, = =5 et v,,:ﬁln(l—;).

Montrer la convergence des séries > u, et > v,.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Exemple de produits de Cauchy

Pour n > 2 on poseu,,:'"z(—;’)etvn:%m(l_%)_

Montrer la convergence des séries > u, et > v,.

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC



Exemple de produits de Cauchy

In(n)
2n

Montrer la convergence des séries > u, et > v,.

Pour n > 2 on pose u, = et vn:%In(l—%).

» Pour la convergence de la série a termes positifs > u,, on utilise par
exemple le critere de d'Alembert :

1
Upir _In(n+1) 270 1 1+'n(1+;) oy
up In(n) 2n+t1 2 In(n) noo 2
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Exemple de produits de Cauchy

In(n)
2!1

Montrer la convergence des séries > u, et > v,.

Pour n > 2 on pose u, = etv,,z%ln(l—%)_

» Pour la convergence de la série a termes positifs > u,, on utilise par
exemple le critere de d'Alembert :

1
Uppr _In(n+1) 2" 1 1+'"(1+;) .,

- <L
up In(n) 2n+t1 2 In(n) noo 2

» Pour > v, c'est une série a termes négatifs avec :

1 /1
—Vn nr;o 2nn _n(o)o %

Ainsi, > v, est absolument convergente.
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Pour n >2on pose v, = & 1In(1—1) et pour n > 2, a, = +.
P 2 n P 2

Calculer le terme général du produit de Cauchy : Z an Z Vn
n>2 n>2

Sylvain Pelletier Séries numériques



Pour n > 2 on posev,,zz—lnln(l—%> et pour n > 2, a,,:%n.

Calculer le terme général du produit de Cauchy : Z an Z Vn
n>2

n>2
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Pour n > 2 on pose v, = 1n|n(1—%> et pour n > 2, a, =

n>2

1
2
Calculer le terme général du produit de Cauchy : Z an (

» On écrit :
(2+az+ - +)(vat+vs+-+)
=(a2v2) + (a2v3 + a3va) + (a2va + asvz + agve) +. ..
——

wa ws We

V.

- = = = >yt
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Pour n > 2 on pose v, = 1n|n(1—%> et pour n > 2, a, =

n>2

1
2
Calculer le terme général du produit de Cauchy : Z an (

» On écrit :
(2+az+ - +)(vat+vs+-+)
=(a2v2) + (a2v3 + a3va) + (a2va + asvz + agve) +. ..
——

wa ws We

» On utilise donc :

e
VYn> 4, w,= Z a,-vj:Za,,_jvj
(i) i+j=n =2

™ (il = = oyt
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Pour n > 2 on pose v, = 1n|n(1—%> et pour n > 2, a, =

n>2

1
2
Calculer le terme général du produit de Cauchy : Z an (

» On écrit :
(2+az+ - +)(vat+vs+-+)
=(aw) + (a2v3 + a3va) + (axva + azvz + agva) + . ..
——

wa ws We

» On utilise donc :

n—
Vn=>4, w,= Z aiVj:Zan—jVj
(i) i+j=n =2
> les séries > a, et Y. v, étant absolument convergentes, on peut écrire
par produit de Cauchy :

Doan| (2 va] =2 wn
n=>2 n>2 n=>4
y.

= =yt
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|
Pour n > 2 on pose vn:2—1,,ln (1—%), an = 2%, et u, = "2(n")
n—2
Calculer : w, = Z ajVvj = Z an—jvj, en fonction de (uy).
(i) i+j=n Jj=2

En déduire une relation entre > u, et > v,,.

&
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|
Pour n > 2 on pose v,,zz—lnln(l—f) an = 2,, et u, = n(")
n—2
Calculer : w, = Z ajVvj = Z an—jvj, en fonction de (uy).
(i) i+j=n j=2

En déduire une relation entre > u, et > v,,.

=2 4 1 =2 1 1 =2
=3 3254 = 5 (1= 7) = 5 L (G =) =)
j=2 Jj=2 j=2
In(n —2) 1 . .
== on = —jUn—2somme télescopique !

Sylvain Pelletier Séries numériques PSI - LMSC
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|
Pour n > 2 on pose v, = 2—1nln (1— %) an = 2n et u, = n(")
n—2
Calculer : w, = Z ajVvj = Z an—jvj, en fonction de (uy).
(i) i+j=n j=2

En déduire une relation entre > u, et > v,,.

W,,ziy}_}.\gz%iln (1—},) :%i(m(J_l) In(j))

Jj=2

M
| |

—*Z“n

n>4 n=2
1
=X |2 Z*ZVn
n>2 n>2 n>2
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