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Les fonctions trigonométriques réciproques

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

+* Rappel sur les équations trigonométriques
Cosinus égaux

cosx=cosQ <=JkEeZ, x=a+2knoux=—a+2kn
<=x=a2n] oux=—o[27]
Sinus égaux
sinx=sina<=3JkcZ,x=o+2knoux=n—a+2kx
<=x=a2n] oux=7m— o [27]
Tangentes égales
tanx =tanq <k €Z, x=a+kn
—x=aln]
+# Fonction arcsinus
Proposition .1 La fonction :
[ T T

33 & L1

x +— sin(x)

. .. . s\ s T T e .
i.e. la restriction de la fonction sin a I’intervalle [— > 5} est bijective.

Définition .1 On appelle fonction arcsinus, la bijection réciproque de la fonction précédente. C’est donc la fonction définie
sur [—1,1] par :

T T
[_17 1] - |:_*7 *}
arcsin : 2°2 T
y +— [l’unique solution x de 1’équation sin(x) =y avec x € [_E’ 5}

Ce n’est pas la bijection réciproque de la fonction sinus (qui n’est pas injective), ¢’est la bijection réciproque de la restriction

de la fonction sinus a I’intervalle « naturel » 53]

Proposition .2 Par définition, on a :

N
Vx €

~53 , Yy € [—1,1], sin(x) = y <= x = arcsin(y)

Ce qui donne aussi :

, arcsin(sin(x)) = x

Vx € _

ST
1S

et
Vy € [—1,1], sin(arcsin(y) = y.
i Lapremiere relation a un sens six & [—%, %], mais elle n’est pas vraie alors : par exemple, arcsin(sin(37))) = arcsin(0) =

0 +#3rm.
Un exercice classique est d’exprimer arcsin(sin(x)) en fonction de x € R.




Lorsque I’on travaille avec les fonction trigonométriques réciproques, le plus important est les intervalles.

Tableau de valeurs :
On «renverse » le tableau de valeur de la fonction cosinus.

1| V2| V3
Y025 |7 |1

arcsin(y) || 0

w_

SE]
~la
(SIS}

Représentation graphique

FIGURE 3.1 — Représentation graphique Fonction sin et arcsin

Proposition .3 La fonction arcsinus est impaire, strictement croissante, continue sur [—1, 1], et dérivable sur | — 1, 1].
La dérivée est :

1
V1—x?

Vx €] —1,1[,arcsin’(x) =

p) La continuité est une conséquence du théoreme de la bijection continue, la dérivabilit€ et I’expression de la dérivée
proviennent de la dérivation des bijections réciproques.

Démonstration. imparité :

Déja [—1, 1] est symétrique par rapport a 0.

Soit x € [—1, 1], il faut montrer que arcsin(x) = — arcsin(—x).

Par définition, arcsin(x) est la solution de I’équation (E) sin(f) = x d’inconnue ¢ € [—%, 5], tandis que arcsin(—x) est la
solution de I’équation (E’) sin(t) = —x d’inconnue 7 € [—%, 5].

Il y a donc deux choses a vérifier :

* que sin ( - arcsin(—x)) = x, i.e. que — arcsin(—x) est aussi une solution de 1’équation (E),

* et que —arcsin(—x) € [—%, %], i.e. que c’est une solution dans le bon intervalle.
Pour la premiere partie, on a :

sin ( - arcsin(—x)) = —sin (arcsin( —x)) imparité de la fonction sinus
)=x

=—(—x carsin (arcsin(—x)) = —x.



Pour la deuxieme partie : on sait que arcsin(—x) € [—%,5]. Donc, —arcsin(—x) € [-5,5].

Ainsi, comme I’équation (E) sin(r) = x admet une unique solution dans I'intervalle [—7, %], on en déduit : arcsin(x) =
—arcsin(—x).

Puis comme x est quelconque, on en déduit I’imparité de la fonction arcsinus. |

p) On peut montrer que si f est impaire et bijective, alors f ~1 est aussi impaire

Autre maniére de voir
Ona:sin ( - arcsin(—x)) = sin(arcsin(x)), donc (par égalité de sinus) :

Jk € Z, — arcsin(—x) = arcsin(x) + 2k, ou — arcsin(—x) = 7 — arcsin(x) + 2k,

Comme,
r < —arcsin(—x) <§
2 2
et —F < arcsin(x) gf
2 2
on en déduit — g 2k < arcsin(x) + 2k gg 2k

La premiere relation n’est donc possible que si k = 0.
Pour la deuxiéme relation, on a :

T .
—5 < —arcsin(—x) <

RIS

T T
et 5 + 2km < m — arcsin(x) 4 2k7 <7 +2kr
Ainsi, cette relation est impossible.

p) Cette remarque montre le lien entre la non-unicité des équations trigonométriques (i.e. la non injectivit€ des fonctions
trigonométriques) et les problemes liés aux intervalles lorsque 1’on manipule les fonctions trigonométriques réciproques.

Démonstration. stricte croissance : Soit x et y deux éléments de [—1, 1], on a alors :

Tw
arcsin(x) et arcsin(x) sont éléments de [_5’ 5}
L . . Tw
la fonction sinus est strictement croissante sur [—5, 5}
ainsi : arcsin(x) < arcsin(y) < sin(arcsin(x)) < sin(arcsin(y)) < x <y

On reconnait la caractérisation des fonctions strictement croissante par équivalence.

Autre rédaction : Soit x et y deux éléments de [—1, 1], avec x < y. Supposons par 1’absurde que arcsin(x) > arcsin(y),

comme il s’agit de deux éléments de [—%, g] , on en déduit par croissance de la fonction sinus sur cette intervalle :

sin(arcsin(x)) > sin(arcsin(y)) soit x >y,

contradiction avec I’hypothese x < y. ]

p) Enadaptant, on voit que si f est strictement croissante et bijective, alors f ~1 est aussi strictement croissante. Ce qui est
une conséquence du théoréme de la bijection continue.

% Fonction arccosinus
Proposition .4 La fonction :

0,7] — [-1,1]
x +— cos(x)

i.e. la restriction de la fonction cos a I’intervalle [0, 7] est bijective. On a donc :

Vy e [-1,1], 3x € [0, 7], cos(x) =y.



1 Lafonction cosinus n’est évidement pas bijective. C’est sa restriction qui est bijective.

Définition .2 On appelle fonction arccosinus, la bijection réciproque de la fonction précédente. C’est la fonction définie
sur [—1,1] par :

[_ 1, 1] [07 ﬂ]
arccos : . . P
y +—— 1’unique solution x de I’équation cos(x) =y avec x € [0, 7]

Proposition .5 Par définition, on a :
Vx € [0,7], ¥y € [—1,1], cos(x) =y <= x = arccos(y)
ce qui donne aussi :

Vx € [0, 7], arccos(cos(x)) = x

Vy € [—1,1], cos(arccos(y) = y.

Tableau de valeurs :

1 VB v2 | 1| V2| V3
yI -l =55 |20z 7|%|!
5w 3 2n T | T T
arCCOS(y) T % Y 3 5 3 y 3 0

Proposition .6 La fonction arccosinus est continue et strictement décroissante sur [—1, 1].
Elle est dérivable sur | — 1, 1], avec :

1
V1—x?

Vx €] —1,1], arccos’(x) = —

p) Lacontinuit€ est une conséquence du théoréme de la bijection continue.

La dérivabilité et I’expression de la dérivée proviennent de la dérivation des bijections réciproques.



Représentation graphique

FIGURE 3.2 — Représentation graphique : Fonction cos et arccos
* Relation entre arccos et arcsin
Un exercice classique et important consiste & montrer que

Vx € [—1,1], arccos(x) + arcsin(x) = g

On fixe x € [—1,1], et on montre la relation : arccos(x) = 5 — arcsin(x).

Par définition, arccos(x) est la solution de 1’équation cos(z) = x d’inconnue ¢ € [0, z]. Il faut donc montrer que :
» ¥ —arcsin(x) est une solution de I’équation,

» 7 —arcsin(x) est un élément de [0, 7r].

Pour la premiere partie, on a :

cos (5 - arcsm(x)) =sin <arcsm(x)> en utilisant cos (5 — OC) =sin(a)
=X.

D’ou 7 — arcsin(x) est une des solutions de I’équation cos(r) = x.
Pour les intervalles, on a :

T . T
> <arcsin(x) < 5
T .
donc 0 gi —arcsin(x) <7

D’ou 7 — arcsin(x) est LA solution de 1’équation cos(¢) = x sur 'intervalle [0, 7]. On en déduit la relation.

Autre point de vue :
On peut aussi écrire :

T
cos (5 — arcsin(x)) =sin(arcsin(x))
=x = cos(arccos(x))
On obtient donc :

cos (g - arcsin(x)) = cos(arccos(x))



On a donc une égalité du type : cos(a) = cos(f3). On applique donc 1’égalité de cosinus pour obtenir :
v/ T
JkeZ, 5~ arcsin(x) = arccos(x) +2kmw  ou 5~ arcsin(x) = —arccos(x) + 2k7.
L’examen des intervalles assure que la seule possibilité est la premicre relation avec k = 0.

p)  On peut aussi montrer cette relation en dérivant. Puisque la fonction x — arccos(x) + arcsin(x) a une dérivée nulle et est
donc constante.

#* Cosinus de arcsinus
Un autre exercice important est de montrer :

Vx € [—1,1], cos(arcsin(x)) = v/ 1 —x2.
Pour cela, on fixe x € [—1, 1], on utilise la relation « & angle constant » entre les fonctions cosinus et sinus :
Vo € R,cos® o+ sin® a =1

donc|cosat| = V1 —sin® o

En appliquant a o0 = arcsinx, cela donne :

|cosarcsinx| = \/1 — sin”arcsin(x) = /1 — x2

Il reste a enlever les valeur absolue :
T x}
2'2]17

on a arcsin(x) € [
et donc cosarcsinx > 0.

On en déduit donc :

cos(arcsin(x)) = /1 —x?

C’est en utilisant ces relations que I’on peut calculer la dérivée :

1
vxe]—1,1 " cos' (arccos(x))
x €] —1,1], arccos(x) cos/(arccos(x))
~ —sin(arccos(x)) 1—x2
et
Vx €] -1,1] ) :
el — arcsin(x) =——-—————~
1, sin’ (arcsin(x))
1 1

~ cos(arcsin(x)) /1 —x2
+# Fonction arctangente

Proposition .7 La fonction :

-5 -+ R
x +— tan(x)

i.e. la restriction de la fonction tan a l’intervalle] —Ls [ est bijective.

Définition .3 On appelle fonction arctangente, la bijection réciproque de la fonction précédente. C’est donc la fonction
définie sur R par :

- =240

R
arctan : , A . o . T
> T’unique solution x de I’équation tan(x) =y avecx € | -5,

[

(SIS}



Proposition .8 Par définition, on a :

1 T T
Vx €

505 _, Vy € R, tan(x) = y < x = arctan(y)

ce qui donne aussi :

, arctan(tan(x)) = x

B
S

Vx € |—
et

Vy € R, tan(arctan(y) = y.

Tableau de valeurs :

0] LB[1]v3] 40| oo
arctan(y) |0 | £ || 5 | § | -3

Proposition .9 La fonction arctangente est continue, impaire et strictement croissante sur R
Cette fonction est dérivable sur R, avec :

1

Vx € R, arctan’(x) = T2
x



Représentation graphique

] ] ] ] ] ] ] ] ] 0 ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
T T T T T T T T T T

-10-9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 — o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 3.3 — Représentation graphique : Fonction tangente et arctangente

#* Relation entre arctan(x) et arctan (1)

1
X

Montrons que :

1 b
Vx > 0, arctan(x) + arctan () =5
x
Fixons x > 0 et montrons : arctan(x) = % —arctan (1).
Comme par définition, arctan(x) est la solution de I’équation : tan() = x d’inconnue € | -5, 5 [, il y a deux choses a
démontrer :

+ % —arctan (l) est aussi solution de I’équation.

. % — arctan (}) est aussi élément de ] —%7 z [

Pour la premiere partie :

tan (ﬂ — arctan (1>> —; = l =X
2 X " tan (arctan(;lc)) N % N
1

- 73
en utilisant tan (5 — a) =

Ainsi, Z —arctan (1) est une solution de tan(r) = x.
X

10



Pour la deuxieme partie :

1 1
on a — > 0 donc 0 < arctan <> <

T
X X 2

1
d’ou 0 < g — arctan (> < g

X

En particulier, Z —arctan (1) est aussi élément de |—%, 2.

Ainsi, Z —arctan (1) est LA solution de tan(#) = x sur | — %, Z . Ce qui donne :

T 1
arctan(x) = 5~ arctan () .
x

Puis la relation puisque x est un réel strictement positif quelconque.
Cherchons de méme un lien entre arctan(x) et arctan ( ) si x < 0. Soit x < 0 fixé, on a toujours la relation :

1
X
T 1
tan (2 — arctan <>) = x = tan(arctan(x)).
x

mais cette fois, on a :
1 /3 1
— < 0donc — = < arctan () <0
X 2 X

d’ou z < z arctan 1 <7r
2 2 X '

En particulier, § —arctan (i) est élément de ] 37”, 57” [, et donc pas dans le « méme ensemble » que arctan(x). Précisément,

ils ne sont pas élément d’un ensemble sur lequel la fonction tangente est injective.
11 faut alors « enlever » 7 pour avoir les deux éléments dans le méme ensemble.

Cela s’écrit :

. /4 1
on sait tan (2 — arctan ()) = tan(arctan(x))

X
P T 1
on en déduit : tan 5~ arctan (| — | — & | = tan(arctan(x))
X
par périodicité de la fonction tangente

T 1
¢’est-a-diretan <—2 — arctan ()) = tan(arctan(x)).

X

Cette fois-ci,on a:
1 , T 1
— < 0 donc comme on 1’a vu -3 <arctan| — | <O
X X

T T 1
d’ou — 5 < ) — arctan (x) < 0.

En particulier, —% — arctan (1) est élément de | — %, Z[, ainsi que arctan(x).
On est donc sur un intervalle sur lequel la fonction tangente est injective, donc de la relation : tan (—% —arctan (%)) =
tan(arctan(x)), on déduit :

T ‘ 1 an(x)
—— —arctan | — | = arctan(x
2 x ’
ce qui s’écrit puisque x est quelconque :

1
Vx < 0, arctan(x) + arctan () - _

T
X 2’

11



Obtenir cette relation en dérivant
Considérons la fonction :

1
f x> arctan (x) + arctan (>
X

Cette fonction est définie et dérivable sur R*, comme somme et composée de fonctions dérivables.
On a alors :

Vx e R, f'(x) = ! +<—1> !

142 x2 1—1—)}2
142 241

Ainsi, la dérivée de la fonction f est nulle sur les intervalles R’ et R* . La fonction f est donc constante sur ces deux
intervalles.
On en déduit :

V>0, flx) =f(1) =

etVa < 0, f(x) =f(~1) = —g

p) On peut aussi calculer la limite de f en te.

#* Exercices a savoir faire
Exercice 1 Tracer les courbes suivantes apres les avoir étudiées :

f(x) = arcsin(sin(x)), g(x) = arccos(cos(x)), h(x) = arctan(tan(x)).

Correction :
Ona:

Vx € [—g,g] , flx)=x

Vxe}—g,g[, h(x) =x
et
f est 21 périodique

g est 21 périodique
h est 7 périodique
h est alors entierement déterminée. Enfin :

Vx € [?32”] , f(x) =arcsin(sin(x))
=arcsin(sin(x— 7)) =x—7m
et:

Vx € [-m,0], g(x) =arccos(cos(x))

=arccos(cos(—x)) = —x.

12



Exercice 2 Montrer que :

1 X

, Vx € R, sin(arctanx) = .
Vi rstand) = e

Vx € R, cos(arctanx) =

Correction :
Classiquement, on part de la relation a angle constant :

1

Va e R, |cos(q)| = ——
1 +tan?()
On remplace « par arctan(x). Ce qui donne :

1
V1+x2

Il reste a enlever les valeurs absolues, en remarquant que cos(arctan(x)) > 0 car arctan(x) € | —
Pour le deuxiéme :

|cos(arctan(x))| =

(SIE]
SR
—

[tan(ar)

Vo € R, [sin(a)]| = ———
1 + tan?(ax)
Ce qui donne :

x|
V14+x2

On peut enlever les valeurs absolues par disjonction des cas selon le signe de x.

| sin(arctan(x))| =

Exercice 3 Résoudre dans R les équations suivantes :

T .
arctanx + arctan(2x) = L arcsinx = 2arctanx.

Correction premiére équation : Soit x la solution de (E). On a alors : x € |0, 3 [. On applique la fonction tangente a (E)
pour obtenir :

T
tan (arctanx + arctan(2x)) =tan (Z>

tan(a) + tan(b)
1 —tan(a)tan(b)

On utilise alors la formule : tan(a+b) = . en remplagant a par arctan(x) et b par arctan(2x).

On a bien :
T .
0<a< 1 donc tan(a)existe
T
0<b< 1 donc tan(b)existe
y/
0<a+b< 1 donc tan(a + b)existe,

donc on peut appliquer cette formule.
REM : penser a le vérifier !
Ce qui donne :

x+2x _
1—2x2
3x=1-2x2
2x% +3x—1=0.

13



La solution x est donc solution de cette équation de degré 2.
On résout rapidement cette équation : A =948 = 17 et les solutions sont

=341  -3-V17

o 4 4

X2
On a donc deux solutions candidates.
Réciproquement. On sait que :

T
tan (arctanx; + arctan(2x;)) =tan (Z)

Il reste a estimer la valeur arctanx; + arctan(2x;) pour savoir dans quel intervalle de la forme ] — 54k, T+ kn’[ (ke Z)
cette quantité se situe.
Ona:
-3+4 1 -3+5 1

4 39S 2

On écrit alors :
0 < x; < 1donc 0 < arctan(x;) < g
0 < 2x; < 1 donc 0 < arctan(2x;) < g
donc 0 < arctanx; + arctan(2x;) < g

Au final, on a :

n
tan (arctanx; 4 arctan(2x;)) =tan <Z)

T T

arctanx; + arctan(2x;) € } ~35 {
EE} i E[

4 22

za

2°2

tan injective sur } —

D’ou :
T
arctanx + arctan(2x) = 7
et x; est bien solution.

Pour x,, méme démarche :

3-S5 _ 34 7
& NS

On écrit alors :

T T
x; < —1 donc — 5 < arctan(x,) < ~2

T
2x, < 0 donc — 5 < arctan(2xp) < 0

T
donc — 1 < arctanx, + arctan(2x;) < 7
Donc x; n’est pas solution. Plus précisément, on sait :

T
Jk € Z, arctanx;, + arctan(2x;) = 1 +km

Comme —7 < arctanx; 4 arctan(2x;) < —7, nécessairement k = —1 et donc :

3n

arctanx, + arctan(2x;) = — T

14



Correction deuxiéme équation : Déja 7, = [—1,1].
Soit x solution de arcsinx = 2arctanx, on a alors :

x = sin(arcsin(x)) =sin(2arctanx)
=2sin(arctanx) cos(arctanx)

X
VIR VIR
B 2x
142

Ainsi, x est solution de x = %, ce qui s’écrit :

x+x3:2x
¥ =x
x=0oux=1loux=—1.

On a trois solutions candidates : 0, 1 et —1.
On peut alors vérifier, puisque :

arcsin(0) = 0 et arctan(0) =0
arcsin(1) = g et arctan(1) = ;
v/

arcsin(—1) = —g et arctan(—1) = ~2

D’ou ces trois valeurs sont bien solutions.
On peut aussi remarquer que pour x € [—1,1], arcsin(x) € [—%, 5] etarctan(x) € [—%, %] donc 2arctan(x) € [—

finalement,

Vx € [—1,1],arcsinx = 2arctanx <> sin(arcsin(x)) = sin(2arctan(x)).

Cela donne :

y:{o,l,—l}

15
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Exercices sur les fonctions trigonométriques
réciproques

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Exercice 1

1. Monter que :

1
\V/ € R, t — 1. 1) = t. -
arctan(x) — arctan(x + 1) = arctan <x2 +x+ 1>

2. Soit la suite (u,) définie par :

e 1
Vn € N; Uy, = I;)arctan (kz—{—k—{—l>

Calculer la valeur de u,, explicitement, en déduire limu,
noo

Exercice 2 Soitx € Ret O = arctan(x — 1).

1. Exprimer en fonction de 8
X

V2 /(x—1)2+1

2. En déduire que —1 < T'(x) < 1 pour tous les x réels.
3. En discutant sur x, exprimer arcsin(7 (x)) en fonction de arctan(x — 1).

T(x)=

Correction :
1. Par définition de & comme une arctan, cos @ > 0 et x — 1 = tan 6 donc

1+tan 6 |cos 6] 1 ) ) T
= = 1+tan@) = —(cos O +sin 6 :sm<6+—)
varo 1 vz L remd)= A ) 4
2. L’expression précédente de T (x) comme un sin montre que —1 < 7'(x) < 1 pour tous les x réels.
3. D’apres les questions précédentes, arcsin(7 (x)) = arcsin(sin(6 + 7)).
Lorsque 6 + F € [—-7, 7], on a évidemment arcsin(T (x)) = 6 + F. Pour quels x cela se produit-il ?

Six <2, alors x—1< 1donc 8 =arctan(x—1) €] — 5,%] donc 6 +§ €] — F, %] et

T (x)

arcsin(7 (x)) = arctan(x — 1) + g

Six> 2, alorsx—1>1donc 6 =arctan(x— 1) € [£, 2] donc 0+ Z € [Z,2Z[ et 6 + 7 ale méme sin que

T T T
(6+T) -2 E
p (+4 €|-73]
On en déduit

arcsin(T (x)) = %r —arctan(x — 1)

Exercice 3

1. Approximation de tanx.
Soit a et b deux réels fixés dans ]0, 7|, soit x un réel quelconque dans ]0, [, montrer que dans

{tan(a+nb),n € 7}
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il existe un u tel que u < tanx < u+2b.

. Mise en oeuvre matricielle.

Soit b €]0, Z[ et A un réel non nul quelconque, on pose k = tanb et on définit deux suites réelles (x,)nen, (Vn)neN
par :
Xn41 1 k\ (x,
() = GG
Xy = Asina

yo = Acosa
Calculer

. Intérét d’une approche gloutonne.

On considere trois nombres b, by, L tels que
0<b <by<L

On considere les propositions suivantes :

Pour tout x € [0, L], il existe un unique n(x) entier tel que x = n(x)b+r avec 0 < r < b.
Pour tout x € [0,L], il existe un unique couple (no(x),n;(x)) d’entiers tels que x = ngy(x)bg + ro avec
0<rg<bpetro=ni(x)b+ravec0<r<b.

(a) Justifier ces propositions en précisant les entiers n(x), no(x), ny(x).
(b) Calculer les intégrales suivantes pour L =1, by = 0.1, b = 0.01.

1 /L 1 /L

- [T ntdx 7 [ o) +m (@) dx

LJo L Jo

(c) Présenter una algorithme donnant une approximation par défaut de tanx pour x € [0, 7] a 0.05 prés en moins
de 10 itérations.
Comment s’interpretent les calculs de la question précédente ?

Correction :

1. La fonction est définie dans R car

2.

i;ﬁ et 13;2 sont dans [—1,1]. En effet :

1—x =22 1—x2+17 2,
1+x2 14+x2 1+x2 1+4x27
2x  (1-x)? (14x)? 0
1+x2 1427 1+x2 7
(a) On utilise les formules de cours
arccos(—u) =  —arccos u arcsin(—u) = — arcsinu

(b) En combinant les relations précédentes, on obtient

f(l) 1—x? + arcsi 2x
—) = arccos | ——— | +arcsin
x 1+ x2 1+ x2 1
N R EVORICOEE.
f(—x) = arccos i + arcsin (— 0 —|—x2>

3. On reconnait les formules donnant le sin et le cos en fonction des tan de la moitié. On a donc, pour x =tan 6 :

1 —x2

m = COS(29)

m = Sln(29)
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4. On pose 6 = arctanx et on exprime f(x) dans quatre cas selon le tableau suivant :

X ] — o0, —1] [—1,0] [0,1] | [1,4o9]

0 ]-3.-% | =50 0.3 | [§3l

26 J-m—31 | =201 03] | [3.7]
arccos(cos(20)) —260 —20 26 26

arcsin(sin(26)) —mT—26 26 26 T—206
f(x) —m —4arctanx 0 4 arctanx T

On en déduit le graphe de f. On aurait pu se limiter aux deux intervalles dans R et obtenir les autres expressions avec
le résultat de 2.b.

FIGURE 3.4 — Graphe de arccos (};—ﬁ) + arcsin (13:;2>

1+ x2
1. (a) Montrer que la fonction f est définie et continue sur R.
(b) Montrer que la fonction f est impaire.
2. (a) Déterminer le plus grand ensemble & sur lequel la fonction f est dérivable.
(b) Montrer :

. . . . 2x
Exercice 4 Soit la fonction f : x — arcsin ( > .

=Ts six < —1
Vxe &, fl(x) = 1f7 sixe]—1,1]
—12z six>1
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(c) Calculer f(0) puis exprimer simplement f(x) pour x €] — 1, 1].

3. (a) Pour o € [0, %], exprimer sin(a) en fonction de tan(ct), et cos(ct) en fonction de tan(a).
(b) Pour x € [0, 1], exprimer sin(arctan(x)) et cos(arctan(x)). En déduire sin(2arctan(x)).
(c) Retrouver la valeur de f(x) pour x € [0,1].

Commentaire : il s’agit de dériver puis de reconnaitre une dérivée usuelle. On doit alors en déduire 1’expression de f.
On retrouve alors le résultat par des manipulations des fonctions trigonométriques réciproques.

Correction :

1. (a) On ale schéma suivant :

R - R™ — R
x = 142
1
y =y
qui montre par composition que la fonction x — ﬁ est de classe € sur R.
Par produit, on en déduit que la fonction x — H% est de classe € sur R..
Onadepluspourx e R :

2x

m<l¢>2)€<l+)€2
X

3

=
VAS/AN

|

=

e

<

=

2.

Ainsi, Vx € R, % < 1.0n ade méme pour x € R :

2x
1+x2

>-le2x>-—1-x
&0 < —(14x)? vrai.
Ainsi, la fonction :

x> — est a valeur dans [—1,1].
1+x2

Cela n’est pas évident. O pour ceux qui cachent cette difficulté.

On a donc le schéma de composition suivant :

R —» [-1,1] — R

2x
X o= 1422

y — arcsin(y)

2x
14+x2

qui montre que la fonction x — arcsin < ) est définie et continue sur R.

(b) On a R symétrique, et

2
Vx € R, f(—x) =arctan <_1—:x2)

2
= —arctan <1 +xx2) = —f(x).

D’ou f est impaire.
2. (a) En suivant les calculs faits dans la premiere question, on déduit
2x 2x

—— =-lel+x=0x=-1

1422 1+ i *
On en déduit le schéma de composition suivant :

R\{-1,1} — ]-1LI1] — R

X — 2x

T2
y —  arcsin(y)

—le(l-x)*=0sx=1 et

qui montre que la fonction f est dérivable sur R\ {—1,1}. Onadonc: & =R\ {—1,1}.
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2
(b) On apourx € &, f(x) = arctan(u(x)), en notant u(x) = ﬁxQ On a alors :

X

) 2(1+x%) —4x?  2-247 1—x2

(1+x2)? (1+x2)2 " (1+x2)2

Cela donne :
2(1—x?) 1
Vxeé&, fl(x)=
X € 7f(x) (1+x2)2 L 12
(1+x2)2

2(1—x° 142
= ( )262 e car [ +x*>0
(14+x2)2 /(1T +x2)2 —4x2
NB : 0.5 pour ceux qui s’arrétent a la premicre ligne sans erreurs. L’énoncé donne I’indication de simplifier
I’expression.
On peut alors soit utiliser (1 +x?)? —4x? = (1 +x? + 2x)(1 +x> — 2x), soit développer pour obtenir :

Vxe & f,(x):2(1—x2) !
’ (14+x%) V1—222+x4
C2(1-x%) 1
(1422 (1—x2)2
2(1—x%) 1
T (14+22) [1—2]

NB : la relation v x? = |x| est trop souvent oubliée ! Pourtant I’énoncé indique clairement que 1’on doit séparer
différent cas.

On trouve :
—1f7 six < —1
Vxe&, flx)=4 5 sixel-11]
—15r six>1
(c) OnaVx < —1, f'(x) = —2arctan’(x). Donc les deux dérivées coincident sur I'intervalle ] — co, —1[, donc les deux
fonctions sont égales a une constante pres. On en déduit : 3k; € R, Vx < —1, f(x) = —2arctan(x) + k;. on en

déduit de méme les relations :

* Jkp € R, Vx €] —1,1], f(x) = 2arctan(x) + kp, et

x Jk3 € R, Vx> 1, f(x) = —2arctan(x) + k3
Il reste deux points : déterminer les constantes, puis expliquer ce qui se passe en 1 et —1.
Pour les constantes, on peut par exemple considérer la limite lorsque x — 1.

Ona:
A . T
d’un coté : f(1) =arcsin(1) = >
T
par continuité enl” ona: f(1) = lim f(x) = lim 2arctan(x) +k» = = +k»
x—1- x—1- 2

d’ou ky=0
T
on refait pareil en1™ (1) = lim f(x) = lim —2arctan(x) +k3 = — = +k3
x—1+ x—1- 2
d’ou ks =m.
Par imparité, on en déduit : k; = —x. D’ou I’expression de f :
—2arctan(x) — 7w six < —1
f(x) = ¢ 2arctan(x) sixe]—1,1]
—2arctan(x) +7m  six > 1.
Par continuité, on en déduit que ces expressions sont valables en —1 eten 1. D’ou :
—2arctan(x) — 7w six < —1
f(x) = < 2arctan(x) sixe[—1,1]
—2arctan(x) +7m  six> 1.
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(d) On a

lim f/(x) = lim

x—1- x—1- 14+ x2 -
2
et lim f(x)=lim —— = —
x%l*f (X) x—1+ 1—|—x2

La dérivée a droite n’est pas égale a la dérivée a gauche donc la fonction f n’est pas dérivable en 1.
(a) Commentaire : cette question et la suivante ont été traitées en cours.
On a

sin? (@) +cos*(a) = 1,

D’ot en divisant par cos?(a) :

1
2
t a)+1=
an”(@) + cos2 (o)
1
est-a-di o) =——s—
c’est-a-dire cos”(a) (@)

1
V/1+tan?(or)
Comme o € |0, %[, cos(ot) > 0, on en déduit :

1
1+ tan?(a)

NB : 0 si pas d’argument de signe !
On repart de la relation : sin®(ct) + cos?(a) = 1, en divisant par sin’. Cela donne :

d’ou |cos(a)| =

cos(a) =

1 1
+ =
tan’(a)  sin*(«)
tan’(a)+1 1
tan?( ) _sinz(a)
t 2
¢’est-a-dire sin? () :a;niwt)
tan? (o) + 1
t
Isin(a)| = |tan(a)|

Vtan?(a) +1

Comme o € |0, %[, sin(a) > 0, et tan(a) > 0, on en déduit :
tan( o)

V/1+tan?(a)

(b) On remplace alors ¢ par arctan(x) ce qui est bien valide car comme x € [0, 1], arctan(x) € [0, 7].
NB : avant d’appliquer une relation avec un V, on vérifie que 1’on est bien dans le domaine d’application !
On en déduit :

sin(a) =

tan(arctan(x))

N \/tan?(arctan(x)) + 1

V14+x2

sin(arctan(x))

Puis de méme :
1

N \/tan? (arctan(x)) + 1
1

VI1+x?

cos(arctan(x))

On en déduit :

sin(2arctan(x)) =2 sin(arctan(x)) cos(arctan(x))
2
14
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(c) Ainsi,ona:

W € [0,1], sin(2arctan(x)) = sin <arcsin <1 ffxz» — sin(f(x)).

NB : il est clair qu’avant d’en déduire : 2arctan(x) = f(x), on doit donner un argument d’intervalle. On peut au
plus écrire a ce stade :

Vx € R, 3k, € Z, f(x) = 2arctan(x) + 2k, 7 ou 7 — 2arctan(x) + 2k, 7.

(le k dépends a priori de x).
Fixons x € [0,1], on a donc I’égalité (x) : sin(2arctan(x)) = sin(f(x)).
Or on a : arctan(x) € [0, %], puisque x € [0, 1], et donc : 2arctan(x) € [0, 5].

X
D’un autre coté, — > 0, donc
14+x

arcsin 27)( € [0 E]
14+ x2 21

Ainsi () est une égalité de sinus de deux quantités de I'intervalle : [0,5]. Comme le sinus est injectif sur [0, 5],
on déduit de (x) f(x) = 2arctan(x).

Comme x est quelconque, on en déduit : Vx € [0,1], f(x) = 2arctan(x).

REM : on peut bien siir procéder de méme sur les autres intervalles.

Exercice 5 On rappelle que :

T
v }o, z { = 1+ttan?
*€ %3 cos?(x) +tan™(x)
Résoudre I’équation suivante :
(E) arccos(x) = 2arctan(x).

Correction : déja (E) est définie sur [—1,1].
Considérons x solution de (E), on a alors :

cos(arccos(x)) = x =cos(2arctan(x))

=2cos*(arctan(x)) — 1

1
=2 1
1+ x2
1
= 2—1—x?
_l—x2
142
On obtient ainsi I’équation :
x+x=1-x%
Que I’on écrit :
x+x+x =1

4
a =lcarx# 1.
—X

o1
c’est-a-dire I

Exercice 6

1. Démontrer que, pour tout réel x, on a :

cos (arctan(x)) = ! et sin(arctan(x)) =

V1+x2 VI+2
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2. Résoudre I’équation suivante : arcsin(x) = arctan(x) d’inconnue x réel.
3. Résoudre I’équation suivante : arccos(x) = arctan(x) d’inconnue x réel.

Correction :
1. Commentaire : fait en cours. - T
Soit x un réel. Comme arctan(x) apartient a } 55 { et, pour tout o de } 55 [, ona:

1
————— = 1 +tan*(«
cos?() +tan’(0)
on obtient :
cos?(arctan(x)) = !
1 + tan?(arctan(x))
1
I

Comme arctan(x) apartient a } 53 { et cos est positif sur } 53 { on en déduit que :

cos(arctan(x)) = 4/ cos2(arctan(x)

i

On peut désormais conclure :

cos(arctan(x)) = 4/ cos2(arctan(x)

1

V142
On en déduit :
sin(arctan(x)) = tan(arctan(x)) x cos(arctan(x))
X
RV

(on peut aussi faire une disjonction des cas x > 0 et x < 0)
En conclusion, on a :

1
Vx € R, cos (arctan(x)) = et sin(arctan(x)) = a

V1+x2 1+x2

]

2. Soit x un élément de [—1, 1]. arcsin(x) et arctan(x) étant tous deux dans
ona:

—

] et sin étant injective sur cet intervalle,

S

T
7’

arcsin(x) = arctan(x) < sin(arcsin(x)) = sin(arctan(x))

FX=

X
VI+a22
Sx=0o0u V1+x2=1
sSx=0o0u 1+x>=1
< x=0.

Pour tout x de [—1, 1], on a donc : arcsin(x) = arctan(x) < x =0
Au final I’ensemble des solutions est le singleton {O}
3. Déja, soitx € [—1,0],
On a alors arccos(x) # arctan(x) car arccos(x) est strictement positif et arctan(x) est strictement négatif. On a donc

aucune solution dans [—1,0].
On peut donc écrire :

arccos(x) = arctan(x) < arccos(x)) = arctan(x)) et x € [0, 1]

24



Dans la suite, on cherche donc des solutions dans [0, 1].
Or si x € [0, 1], arccos(x) et arctan(x) sont tous deux dans [0, 7] et cos étant injective sur cet intervalle, on garde
I’équivalence en composant par cosinus :

arccos(x)) =arctan(x)) et x € [0, 1]
< cos(arccos(x)) = cos(arctan(x)) et x € [0, 1]
1
Sx=—=ctxe|0,1
V1+4x? 0.1]

1
2 _
S Xt = T etx e [0,1]

1
=0
VI1+x2
x4’ —1=0etxc|0,1]
» —1+45 , —1-5
<:>(x =y U=

carx > 0et

) etx e [0,1]

-1 5
<:>x2:42_\[et € [0,1]
_1_
Vs <0Oetx’>
2
—1+V5
2

[—1
car — +\[<0 etx>0

—1+ ﬁ

Cette solution convient bien car appartient a [0, 1].

-1 5
Pour tout x de [—1,1], on a donc : arccos(x) = arctan(x) < x = 1/ —;\[ L’ensemble des solution est donc le

. { /—1+\5}
singleton : [

Exercice 7 Application directe du cours
Montrer :

1
Vx > 0, arctan(x) + arctan <) = g
x

1. Sans utiliser la dérivation.
2. En utilisant la dérivation.
3. Adapter les deux méthodes lorsque x < 0.

Correction :
1. six >0, on pose

T T 1
o = arctan(x) € ]O, ) [ et B = 5~ arctan <x> .
.Ona:
tan(or) =x
T
tan(f) =tan <2 — arctan (

_ 1
~ tan(arctan (1 ))

><\._.\;—><\'—‘
N——
N———

I
=

Ainsi, tan(a) = tan(f3).
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1 T T T . ..
Comme x > 0, on a arctan () € }0, ) [ et donc f € } ~33 [ Comme la fonction tangente est bijective sur cet
X

intervalle, on a :
o = f <= tan(a) = tan(p).

D’ou le résultat : oo = 3.

La formule de tan(a + b) n’est valable que si a4 b ne s’écrit pas sous la forme 7 + k7, ce qui n’est pas le cas ici.

2. Considérons la fonction : f : x — arctan(x) + arctan (%) , [ est alors dérivable sur R*, eton a :
1 1 1

-« =0
1+x2 1—1—)% x2

f'(x)

Donc f est constante sur chacun des intervalles ol elle est dérivable. Elle est donc constante sur R* , et donc : donc

T T T
Vx>0 =fl)==+—-—=—.
x>0, f(0) = f(1) =2+ 7 =2
(on peut aussi prendre les limites en 0" ou +oo).

3. Pour la deuxieme méthode, on a de méme f constante sur R* et :

T
Vx <0, f(x)=f(=1)=—7.
T
Pour la premiére méthode : on a toujours tan(o) = tan(f3), mais six < 0,ona f§ € } 5T [ On écrit donc tan(a) =

1
tan(8 — ), comme B — 7 € } —g,O [, eta e ] —g,O [ On en déduit o = 8 — . Ainsi, Vx < 0, arctan(x) +arctan < =

=

(ST}

Exercice 8 Arctangente et argument

. L e . Imz .
1. Soit z un complexe de partie réelle non nulle. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que arctan Rez soit
ez
un argument de z.

... . . . Imz
Dans le cas ou cette condition n’est pas vérifiée, exprimer un argument de z en fonction de arctan —.
ez

1

T 1
2. Montrer que i 4 arctan 5 arctan 239 (1)

Indication : On pourra calculer (5+i)*(1 —i)

Correction :

1. Notons dans toute la question x = Rez et y=Imz.
T
* OnaVr € R, arctant € } —37 [

On obtient donc une condition nécessaire évidente (pour que arctan Y Soit argument de z) : il faut que z admette
X
T T .
un argument dans ] 55 [, c’est-a-dire x > 0.

o NPT Y
* Montrons que c’est une condition suffisante, c’est-a-dire si x > 0, alors arctan = est un argument de z.
X

——
0

On doit donc montrer que x = |z|cos 8 et y = |z|sin O (3)

. . . . t
On sait (voir un exercice de TD) que pour tout f € R, cosarctant = —— et sinarctant = ———, donc :

| V1412 V1412

2
Y
Vite
Apres simplification, et tenant compte du fait que Vx> = |x

x|

y
cos @ = cosarctan— =
X

, on obtient :

cosO =
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X
yxXi
[«

Vs

De méme, sin 0 =

X . y
Comme on a supposé que x > 0, on a |x| = x, donc cos @ = —— et sin@ = ———, d’ou (3).
21 y2 /212

Imz
Finalement : arctan —— est un argument de z < |Rez >0

Re. e

* Supposons Rez < 0. On a alors |x| = —x, donc
cosf = —————etsinf = ————
/x2 + y2 /x2 + y2
. ..z ; z ,
C’est-a-dire o = —¢'%, donc W = ¢l(7+9)
z z

Rez
Donc | & + arctan Ims est un argument de z
mgz

2. On trouve (5+i)*(1 —i) = 4(239+i)

1
Or d’apres la question précédente, comme Re(5 + i) > 0, arctan 5 est un argument de 5 + 1.

1 T .
De méme, arctan =71 est un argument de 1 —

1
Enfin, arctan 739 est un argument de 4(239 +i).
1 =
D’apres les propriétés sur les arguments, 4 arctan 377 est un argument de (5 +i)*(1 —i).
1 = 1
Donc 4arctang —— et arctan@ sont deux arguments d’'un méme complexe : il existe k € Z tel que 6 = 6" +

4
6 o

2km (4).

Il faut montrer que 6 et 6’ sont dans un méme ensemble de longueur 27 :

T T
Par définition de arctan : 6’ € } —515 [ (5)

1
D’autre part, 0 < - < —

5 V3

. . . 1 =
On applique arctan (strictement croissante) : 0 < arctan 5 < 5

1 2xn
On multiplie par 4 : 0 < 4arctan 5 < 3

. T T
trait = : —= =
On soustrai 471: ﬂ4 <B< B
D 06}——,—{ 6).
onc >3 (6)

D’apres (4), (5) et (6), 6 =6, d’ou (1).

Exercice 9 Résoudre 1’équation :

T

arctanx -+ arctan(xv/3) = 15

in _ 7T
On remarquera que 17 = 7 + 3.

Correction : Méthode astucieuse : On a:

T T
1= arctan 1 et 3= arctanv/3.

D’ou 1 est solution, d’autre part, la fonction :
x > arctanx + arctan(xv/3)

est strictement croissante (comme somme de fonctions strictement croissantes). Ainsi, 1 est la seule solution et .7 = {1}.
Meéthode sans astuce : On a :1% = Z 4+ Z_on peut alors appliquer la formule sur tan(a + b), avec a = Z, b =%, et
a+b= 71—’2’ car la tangente de ces trois réels est bien définie. Cela donne :

(7%) 1+3
tan| — | = ———.
12 1-3

27



Soit x solution, On peut alors de nouveau appliquer la formule de tan(a + b), avec a = arctanx, et b = arctan (\@x) et

a+b= 71—’2’ car la tangente de ces trois réels est bien définie.

Cela donne :
x4 xv3x
tan (arctanx+arctan x\/§ ) =
( ) 1—x2/3

Ainsi, on obtient I’équation :

x+xv3x 143
1-x2V/3  1-+/3
qui donne : x(1-v3)=1-x*V3
puis V3 4+x(1-3)—1=0.

Commentaire : toujours tester les solutions évidentes ! Ici 1 est solution évidente,on trouve alors facilement la deuxieme.
Si vraiment on veut calcule le discriminant, il est assez compliqué de 1’écrire sous la forme d’un carré :

A=(1-V3)24+4/3=1-2V34+34+4/3=1+2V3+3=(1+V3)2
On retrouve la solution évidente et la deuxieéme solution :
—14+V3+14+V3 —14+v3-1-3 1
— >3 — - -

1 et X2

X = .
‘ 23 V3
Réciproquement, x; est bien solution, par contre, on voit que : arctanx; 4 arctan(x,/3) < 0.
Ainsi, .7 = {1}.
Rappel : Ia relation :
tan(a) + tan(b)
1 —tan(a) tan(b)

tan(a+b) =

est valable si tan(a), tan(b) et tan(a + b) existent, par exemple si ils sont tous les trois dans I'intervalle | —%, 3 .

Exercice 10 Le but de I’exercice est d’établir une relation entre arctan(a) + arctan(b) et arctan ( flfabb), pour a et b réels.
1. (a) Pour des valeurs de & et 3 a préciser, donner les valeurs de tan(a + ) en fonction des valeurs de tan(o) et
tan(f).

(b) Pour des valeurs de x a préciser, donner la valeur de tan(2x) en fonction de la valeur de x.
(¢) Pour x # 0, donner la valeur de arctanx + arctan %
2. On pose o = arctan(a), et B = arctan(b).
(a) A quel intervalle la somme « + 3 appartient-elle ?
(b) On suppose qu’il n’existe pas de k tel que a + B = T + kx, autrement dit que o + 3 # 7 [r], calculer
tan(a + f3).
(c) On suppose que ab = 1, que vaut o + 3 ?
(d) On suppose que ab < 1, montrer que & + 8 € | -5, 5 [. En déduire a + 8.
(e) On suppose que ab > 1, et a > 0 montrer que &+ f§ € | 5, 7. Calculer a + 8.

(f) On suppose que ab > 1 et a < 0 montrer que &+ f € } — i, —% [ Calculer o + 3.

a+b

> ), pour a et b réels, selon les différents

(2) Conclure : établir une relation entre arctan(a) + arctan(b) et arctan (
cas.

3. Retrouver les résultats précédents en étudiant (pour a € R fixé) la fonction

fa(x) = arctan <1a X >

—ax

(Discuter pour a > 0, a < 0, ou a = 0).

Correction :
1. (a) Supposons que ¢ et b soient tels que

O‘JFﬁ?é%[”} o+ B # 5 +km, et
azd|n c’est-a-dire Vk€Z, § o # 5 +km, et
B#Z|n B#7+tkn
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Attention, on peut avoir 8 # § +kxm et & # 5 +km, tandis que : o + 8 = 7 4 kx. Exemple le plus simple si

a=p=1%
L

Enfin, il ne faut pas se contenter d’écrire a, b et a + b doivent appartenir a ] Z

(SR

Si bien que tan(a), tan(f3) et tan(a + ) sont bien définie. On a alors :

sin(a+fB)

cos(a+B)

sin(a) cos(B) + sin(f) cos(ar)
cos(r)cos(B) —sin(ox) sin(B)
tan(ot) + tan(f3)

1 —tan(cot)tan(f)”

La derniere égalité s’obtient en divisant par cos(a)cos(f3) qui non nul par hypothese.

tan(oc+B) =

(b) En appliquant a x tel que x # 7 {%} (i.e. tan(2x) existe), et x # 5 [n} (i.e. tan(x) existe).
On obtient :
2tan(x)

tan(2x) = ()’

Ici encore attention aux intervalles : on peut avoir tan(2x) qui existe, sans que tan(x) n’existe ou I’inverse
(exemple x = 7).

(c) Deux techniques :
* six >0, onpose o =arctan(x) € [—5, 5] et f = f—arctan( ). Comme x > 0, onaarctan(l) €[0,%] et
donc [ 7 2} Comme la fonction tangente est bijective sur cet intervalle, on a :

o =f < tan(a) =tan(fB).
1 1

Ortan(a) = x, et tan(f) = ————— = T = x. Ainsi & = f§ et le résultat.
tan(arctan (1))

x
Six<O0,onap € [},7|,etdonc

o= —n<=tan(a)=tan(fB).

Ainsi, Vx < 0, arctan(x) 4 arctan (1) = —Z,
* Considérons la fonction : f : x — arctan(x) + arctan ( ) f est alors dérivable sur R*, eton a:
1 1 1
flx) = — =0.

— X

I+x2 144 x2

Donc f est constante sur chacun des intervalles ou elle est dérivable, et donc
T

Vx>0, f(x)=f(1)= > etVx <0, f(x)=f(—-1)=—=.

(a) Ona o+ B €] — x, x|, car somme de deux éléments de ] -7.7 [
(b) Dans ce cas,ona:

an(o+B) — tan(cor) + tan(f)

1 —tan(o) tan(f)
a+b
1—ab

= tan| arctan ath
a 1—ab/ |

Tout le sujet est basé sur le fait que 1’on ne peut conclure o + § = arctan (
Sur d’autre intervalle, c’est & + 8 = arctan (2.} 4 kx, avec k € Z.

b.) que sur I'intervalle | —Z, Z].

(c) Siab=1,onab= E’ donc
1
a+fB = arctan(a)+arctan ()
a

B z sia>0
—% sia<0
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(d) Trois cas sont possibles : @ > 0,a <0eta=0.
Supposons tout d’abords a > 0, on a alors b < % Et donc par croissance de la fonction arctangente :
T

T 1
—5 < arctan(b) < arctan(a) + arctan(b) < arctan(a) + arctan <> =5
a

D’ou le résultat.
Si maintenant a < 0, on a alors b > é et donc :

/4 1
—5 = arctan(a) + arctan <> < arctan(a) +arctan(b) < arctan(b) <
a

STES

On obtient le méme résultat.

Dernier cas : sia=0ona a =0 et @+ 3 = arctan(b), et donc la propriété est évidente.

Dans tous les cas, on obtient donc : ¢+ 3 € } -%.5 [ La fonction tangente étant bijective sur cet intervalle, on en
déduit que :

o + 3 = arctan ath
N l—ab)’

(e) Dansle cas ot ab > 1 et a > 0, on obtient alors : b > %, et donc :
T 1

5= arctan(a) + arctan <) < arctan(a) +arctan(b) < 7.
a

Dans ce cas, comme on a :

tan(a+ B) = tan(ct + f — 7) — arctan <1“_+abb> .

On en déduit : o+ f§ = arctan (££2) + 7.

(f) Siab>1leta<0,onaalors: b < é,etdonc:
1 /4
—m < arctan(a) + arctan(b) < arctan(a) + arctan (> =-7
a

On en déduit de méme : a + = arctan ( f’jabb) — .
(g) Onadonc:

z siab=1aveca >0

-7 siab=1aveca<0
arctan(a) + arctan(b) = { arctan ({2 siab < 1

arctan (442) 4+ siab > laveca>0

arctan ( f’fal;)) —m siab>1laveca<0

3. Sia =0, lafonction f, est la fonction arctangente. Sinon la fonction f, est de classe € sur R\ {é}, avec :

, ~ (I—ax)+a(a+x) 1
f(x) - (1—ax)2 1+(a+x )2

1—ax
(1+a)
(1—ax)?>+ (a+x)?
(1+a%)
1 —2ax + a?x* + a® + 2ax + x?
(1+a*)
(14+a%)+ (14a2)x?
1
1422
= arctan’(x).
On a donc (pour a # 0)

3C e R, Vx < 1 f(x) = arctan(x) + Gy
3G, €R, Vx> 1 f(x) = arctan(x) + G
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On a: (%)

l—ax/ y 10 @’

— arctan( ). On obtient donc les équations :

xLl)Izlmf(X) =C)— 5= —arctan(;) et xgrfmf( x)=C+ 5= —arctan(a)
et donc :
Vx < %7 f(x) = arctan(x) — arctan(%) +7Z
Vx> %7 f(x) = arctan(x) — arctan(i) %

On ade plus :
*sia>0, — arctan(i) = arctan(a) — 7, tandis que
* sia <0,ona: —arctan(l) = arctan(a) + Z.

Au final :
sia>0onaVx < ., f(x) = arctan(x) + arctan(a) (1)
sia<OonaVx <=, f(x)=arctan(x) 4 arctan(a) + 7 (2)
sia>0onaVx> -, f(x)=arctan(x) + arctan(a) — (3)
sia<OonaVx> -, f(x)=arctan(x)+ arctan(a) (4)

En combinant (1) et (4) avec de plus le cas a = 0 qui est évident, on obtient :
V(x,a) € R?, tel que xa < 1, f(x) = arctan(x) 4 arctan(a)
Tandis que (2) et (3) donne :

arctan(x) +-arctan(a) —w  sia >0

V(x,a) € R?, tel que a £ 0, etxa > 1, f(x) =
(x.a) quea 7 &) {arctan(x)—l—arctan(a)—i—ﬂ sia <0

On retrouve donc le résultat.

Exercice 11 Cet exercice doit étre fait en considérant les résultats de 1’exercice précédent.

120)

1. Etablir que 2arctan(1) = arctan(-), puis que 4arctan($) = arctan(}39

2. En déduire la formule de Machin :

T_ 4 arctan 1 — arctan i
4 5 239

Correction :
1.

1 1
2 arctan(g) = arctan( 5 ) +arctan(—

5)
1,1
,.’_,
= atrctan(5 5)
1— L1
25

= arctan(

12)
Puisqu’on est dans le cas ot a = b = %, avec en particulier ab < 1. De méme :

1
4arctan(§) = arctan(—

Puisqu’on est dans le cas o a = b = % avec en particulier ab < 1.
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‘ Voici une Démonstration directe sans les résultats de 1’exercice précédent.

On sait que 0 < £ < 1, on a arctan(+) € ]0, %, donc :

1 1 1
tan (2 arctan( 3 )> = tan <arctan ( 3 ) + arctan( 3 )>
+

W=
W=

._‘
|
Sl=

[ s

—
\9)

5
= tan | arctan( 1 2)

Comme : tan (2arctan(1)) = tan(arctan(), et que (2arctan($)) € |0, %[ etarctan(3) € ]0,Z[. Ona: 2arctan($) =

D=

arctan ().

Les arguments sur les intervalles sont essentiels !

On en déduit tout d’abords que 2arctan(%) € ]0, z [, puisque 0 < 15—2 < 1. On peut donc recommencer :

1
tan (4 arctan(5)> = tan <2 arctan(

| —

) +2arctan(;))

9]

5
= tan | arctan(— +arctan( 1 2)

;

_ i+ 2

5 2

1—(3)
10
_ 12
- 119
144
120
119

) ) 120
= tan | arctan —
119

Les deux nombres sont entre 0 et Z, on obtient donc : 4arctan(1) = arctan({39).
2. Ona:
1 1 120 1
4 arctan <5> — arctan (239> = arctan(m) + arctan (—239) .
On est dans le cas a = ﬁg eth= —z—ég On aalors : ab < 1, donc :

1 1 120 1
4 arctan () — arctan () = arctan %
. 239 1 =115 X 239

Donc : 4arctan (%) — arctan (—) = %.

Exercice 12

1. Exprimer tan(20t) en fonction de tan o pour o € |0, Z .
2. En déduire I’égalité : 2 arctan( %) = arctan( 1%)
3. En déduire I’égalité : 4arctan(z) = arctan({79).

4. Donne tan(o — f3) en fonction de tan & et tan 8 pour deux réels (o, ) tels que ces quantités sont définies.
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5. En déduire la formule de Machin :
T Aarct 1 ) 1
— =4arctan [ = | —arctan | ——
4 5 239

Correction :
1. Ona:

2sin o cos
cos? o — sin” ot
2tan

Cl—tan?

en divisant par cos> &

2. Commentaire : classiquement, on montre I’égalité des tangente puis on en déduit 1’égalité des angles en vérifiant que
I’on est dans un intervalle sur lequel la fonction tangente est injective.
Ona:

1 ¢ 2 25
tan <2arctan(5)> == 252 =5%3
25 25

3 tan arctan(i)
12 12°)°

On sait que 0 < £ < 1, on aarctan(+) € ]0,Z[, donc : (2arctan($)) € ]0, %[ et arctan(5) € ]0, %[

) T . T PSR,
Ces deux valeurs sont donc dans I’intervalle }0, ) [ sur lequel la fonction tangente est injective. De 1’égalité des

2
5

tangente, on en déduit I’égalité des angles. Ce qui donne : 2arctan($) = arctan(l%).

Les arguments sur les intervalles sont essentiels !

3. On recommence :

1
tan (4 arctan(5)> =tan (2 arctan(lsz))

10 10 10
_ 1 _ 12 _ 12
1_ (%)2 1414;425 %
1o 122 120
12119 119
=tan (arctan 120) .
119

Or d’aprés la question précédente on a : 2arctan(1) = arctan (35) € |0, Z[, puisque 0 < 2 < 1. et donc 4arctan($) €
Jo,3[

» 120 7
D’un autre c6té, on a arctan 10 € }0, — [

2
Les deux nombres sont entre O et 7, intervalle sur lequel la fonction tangente est injective. On obtient donc :
4arctan(%) = arctan(%).
4. Ona:

an(ct— B) :sinacosﬁ —c?sas%nﬁ
cosacos 3 +sinosin

_ tana—tanf

1l +tanotan B

en divisant par cos ccos f3.

Les hypotheses assurent que cos occos 8 # 0 et que tan(a — f3) est bien défini.
5. Ona:

4arctan ! arctan ! = arctan(lzo) + arctan !
5 239) 119 239)°
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On procede de méme :

tan | 4arctan - arctan 1)) tan | arctan( @) +arctan | — L
5 239)) 119 239

120 L
119 239

= 120 1
14179 X 239

11 faut vérifier rapidement que cette quantité fait 1.
Rappel : présenter vos calculs. On va bien sir utiliser 239 = 120+ 119

e —mg  120x239-119

1— 12 oL 119 %239+ 120
120 x (120+119) — 119
119 % (120+119) — 120
1202 4119*
S 119241202

On a donc :

tan | 4 arctan ! arctan ! = tan <TC>
5 239 ) ) 4)°

Il reste a vérifier que

4 arctan ! —arctan L 6]—E E[
5 239 2721

On a : 4arctan (%) = arctan (}ng).

Ainsi, on a en premicre approximation :

0 < arctan <120) < z
119 2
et 0 < arctan <1> < z
139 2
. T 1
ce qui donne -3 < —arctan 39 <0
par somme : T < 4arctan <1) — arctan (1) < z
2 5 39 2

Ainsi, on est bien sur un intervalle ou la fonction tangente est injective. De I’égalité :

tan 4arctan 1 arctan L = tan <E>
5 239 ) ) 4)°

On déduit donc :
Aarct 1 ‘ 1 T
rctan | = | — nl—»|=-—.
arcta 5 arcta 739 2

T 1
Exercice 13 Démontrer que : — = 4arctan — — arctan ——.
e g 5 239

Correction : On commence par calculer : tan (4 arctan %) On utilise deux fois la formule :

2tan o

tan(2et) = ()
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Cela donne :

1 2
tan | 2arctan— | =—2>—
< 5) 1- 5

puis :

tan<4arctan1>: % = 20 x 24 :@:LZO
5

100 2 _
—5p 242—100 476 119

Cela permet ensuite de calculer :

< 1 1 }%(9) 2%9
tan | 4arctan — — arctan ) =2 =7
120
5 239 1+ 1155239

120 x 239 -119

T119%x 239+ 120
120 x (120 +119) — 119

T 119 % (120+ 119) — 120
1202 +1197
T 1192+ 1207

On a donc :

tan 4rtn1 rctan ! —tn<n>
a arcta 5 arcta 739 a 1)

Il reste a vérifier que

4 arctan 1 arctan L E} z E{
5 239 2'2 L

Montrons tout d’abords que : 4arctan (1) = arctan ({3q). En effet :

1 1
0<-<—
5 V3
1 T
d : 0 < arct - <=
onc arcan<5> c

1 2r
t: 0 <4arctan | —
et:0< arcan<5>< 3

120
d’aut t:0< —
autre par <119<\f

120 T
donc : 0 < arctan <119> < 3

De la relation :

an (daretan (1)) — 120 _ (120
an arctan 3 —119— an | arctan 119

On peut donc déduire :

1 120
dk € Z, 4arctan <5) = arctan (119> + k.

Or 0 < 4arctan (%) < 2% et 0 < arctan ( ) <3 T donc k = 0. On a donc bien : 4 arctan (%) — arctan (%).
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Ainsi, on a alors : :

0 < arct 120 <7r
arctan 119 >

1
cad : 0 < 4arctan ( >

t t
e 0<arcan(139)<

T

2

ce qui donne — z < —arctan < ! )
2 13

ar somme . E < 4arctan 1 arctan < E
p "o 5 239) 52

Ainsi, on est bien sur un intervalle ou la fonction tangente est injective. De I’égalité :

tan | 4arctan 1 — arctan L = tan <§)
5 239) ) 4)"

On déduit donc :

4 arctan ! arctan ! _r
5 239 ) 4’

Exercice 14 Equation avec des arctan

N\:I

1. Discuter en fonction de ¢ € R le nombre de solutions de 1’équation d’inconnue x : arctan(x — 1) + arctan(x) +
arctan(x+1) =
2. Calculer arctan 1 4 arctan2 4 arctan 3 En déduire, pour chaque entier n, les solutions de 1’équation :

arctan(x — 1) 4 arctan(x) +arctan(x+ 1) = nmw

Exercice 15 Démontrer la relation suivante valable sur un intervalle que I’on précisera :

arctan(x) + 2 arctan (\/ 1+x2 —x) ==

2

Commentaire : on dispose de deux méthodes : la dérivation ou I’application des formules de trigonométrie.
Correction (méthode 1) : on consideére la fonction :

f : x> arctan(x) + 2 arctan (\/ 1 4 x2 —x)

Montrons tout d’abords que cette fonction est de classe ¢ sur R, ce n’est pas évident. Pour cela on décompose la fonction
selon le schéma suivant :

R - Rf —- R
x = 142

y =Y

Par composée, on voit donc que la fonction x — /1 +x2 est de classe € sur R. Par somme, il en est de méme de
1 +x%—xsurR.
On a ensuite une autre composée :

R — R — R
x = 1+x2—x
y — arctan(y)

Ainsi, x — arctan <\/1 +x2 —x> est de classe € sur R, et donc : f : x — arctan(x) + 2 arctan (\/ 14 x2 —x) est aussi de
classe € sur R.
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On peut donc dériver la fonction f. On obtient :

1 2x 1
VxeR, f/(x) = 2+2< —1)
) > 2
I+x 2VI14x 1—|—<\/1+x2—x)
1 5 x—vV14+x2 1
1+x2 VIFx2 14+ (1+x2) =20V 1+ 22 + 2

1 +Jc—\/l—ch 1
1 VTR 1/

1 x—V1+x2 1
:1+x2+ 1+x2 V142 —x
T2 142

Ainsi, on a Vx € R, f'(x) =0, la dérivée est nulle sur I’intervalle R donc la fonction est constante sur R et :
K e R,VxeR, f(x) =K.

Pour déterminer K, on a :
T
f(0) = arctan(0) +2arctan(1) = 5

Ainsi, K = 7, et on obtient :

9

Vx € R, arctan(x) 4 2arctan (\/ 1 4 x2 —x) =5

Correction (méthode 2) : Considérons x € R, on va montrer 1’égalité :

2arctan (\/ 1+x? —x) = g — arctan(x).

NB : Pour montrer que ces deux nombres sont égaux, on va montrer que leurs images par la fonction tangente sont égales
et qu’ils sont dans le méme « bon intervalle » sur lequel la fonction tangente est injective.

Détail : avant de prendre la tangente du terme de gauche, on vérifie que 1’on peut, i.e. que ce n’est pas égale a 5 + k7,
k € Z. Ici, il faut traiter le cas x = 0 & part.

Ona:

14 x* > x* donc /1 +x2 > |x]
en particulier \/1+x? > x car |x| > x
etV1+x2—x>0

ce qui donne : 0 < 2arctan (\/ 1 4 x? —x) <.

On résout donc I’équation :

T
2 arctan (\/ 14x2 —x) = g & arctan (\/ 1+x2 —x) =

4
SVIi4xr—x=1
SVIitxZ=1+x

S+ =(14+x)etx>—1
Sl+x2=14+u+x <x=0.

Dans le cas ou x = 0, 1’égalité 2 arctan (\/ 14x%— x> = 7 —arctan(x) est évidente.

On considere donc le cas x # 0, et on calcule la tangente du terme de gauche qui est un élément de ]O, z [U]

sa tangente est définie.

I.m [, donc

2tan(or)

Pour cela, on utilise la formule : tan(2at) = T—tan2()
—tan
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Ce qui donne :

2(V1I+x2—x
tan(2arctan(\/l+x2—x>> 1<( 1+x23>2

2<\/ 1+x2 —x)
1— <1+x2+2xx/1 +x2+x2)
2<\/1+x2—x> 1

T2 +2xV1 +x2 T x
1 T
o) = tan (5 - arctan(x)) .

:W
Ainsi,ona:

tan (2 arctan (\/14—7 - x)) = tan (g - arctan(x)) .
et donc :

Jk € Z, 2arctan (\/ 1 4x? —x) = g — arctan(x) + k7.

onavu:
0 < 2arctan <\/ 1+x2 —x) <m,
on a aussi :

” <arctan(x) < r
_— x —
2 2
T
d’ou 0 <5- arctan(x) <
(plus exactement, puisque 1’on a supposé x # 0, on a :
T T T
5 —arctan(x) € ]0,5 [U} E’ﬂ[
Au final, on en déduit que k = 0 et donc :

2arctan (\/ 1+x? —x) = g — arctan(x).

On a montré la formule pour x = 0 et pour x # 0 quelconque, on obtient donc :

Vx € R, 2arctan (\/ 1 +x2 —x) = g — arctan(x).

Exercice 16 Résolution d’une équation avec la fonction arctan

1. On considere 1’équation :

74
(E): arctan x + arctan(2x) = 7

Montrer que cette équation admet une unique solution dans I’intervalle ]O, L [ sans la calculer.

2
2. Résoudre I’équation (E).

—3—-V17
4

3. Soitx, = . Déterminer la valeur de arctan x; + arctan(2x;)

Commentaire : c’est une équation, la rédaction doit clairement indiquer si on travaille par équivalence ou pas. Il faut de
plus savoir faire la question 3.
Correction :
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1. On étudie la fonction f : x — arctanx + arctan(2x) — . On a f est croissante et continue sur R comme somme de
fonctions croissantes et continues (ou en dérivant).
Ce qui donne :

variation de f

1 /4 1 /4
f <2> = Z—I—arctan <2> — Z > 0.

D’oli d’apres le tableau de variations : f(x) =0, i.e. 'équation (E), admet une unique solution dans I'intervalle |0, 3.
2. REM : ici on sait qu’il existe une solution d’apres la question précédente.
Soit x la solution de (E). On a alors : x € |0, % [. On applique la fonction tangente a (E) pour obtenir :

T
tan (arctanx + arctan(2x)) =tan (Z)

tan(a) + tan(b)
1 —tan(a)tan(b)

On utilise alors la formule : tan(a +b) = . en remplagant a par arctan(x) et b par arctan(2x).

On a bien :
0<a< g donc tan(a)existe
0<b< g donc tan(b)existe
0<a+b< g donc tan(a + b)existe,

donc on peut appliquer cette formule.
REM : penser a le vérifier!
Ce qui donne :

X+ 2x -
1—2x2
3x =1 —2x?
2x% 4+ 3x— 1 =0.

La solution x est donc solution de cette équation de degré 2.
On résout rapidement cette équation : A =9+ 8 = 17 et les solutions sont
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X1 X2
4 4
On a x; < 0, donc x; ne peut pas étre égal a x.
Ainsi, x = x;.

Comme on a vu que cette équation admet une unique solution, on a nécessairement :
=3+V17 }

4
REM : pas besoin ici de faire de réciproque, mais il faut le justifier!

3. REM : il s’agit de faire la réciproque pour x;.

-3 —-V17 2
—— ¥ " xyestsolution de 2x* +3x— 1 = 0, donc de rhex
4 1—2x2

|

On considere x, = =1.0Onadonc:

T
tan (arctanx, + arctan(2x,)) = tan ( Z> .
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Et donc :

V[
Jdk € Z, arctanx; + arctan(2x;) = 1 +km.

5z 3z 9¢

REM : les valeurs possibles sont donc 7, 2%, —=F, 7, —%’, etc.
Il s’agit d’encadrer arctanx; + arctan(2x; ) pour déterminer laquelle est possible.

Ici c’est tres simple, le premier encadrement est : x, < 0.

On place donc cette valeur dans le tableau de la fonction x — arctan(x) + arctan(2x) pour obtenir :

variation de

J—
arctan(x) 4 arctan(2x) arctan(x) + arctan(2x;)
—T —_—
Ainsi, arctanx; 4-arctan(2x;) € |-, 0, et donc dans la relation : arctanx; +arctan(2x;) = F +km, onak = —1.
Ce qui signifie :
3n

arctanx, + arctan(2x;) = — 1

T 1 1 1
Exercice 17 Démontrer que : 1= arctan 3 + arctan 3 + arctan 3

Correction : On commence par calculer :

1 1 1
t tan - tan — tan -
an <arc an2 +arc an5 +arc an8>

Pour cela, on utilise deux fois la formule :

tan o + tan
tan (ot = T
an(a+p) 1 —tanortan 3

Cela donne :

1 1\ 3+3
tan | arctan 5 “+arctan— | =

1
5 -1
_7
9
ensuite :
1 1 1\ s+s
tan | arctan — + arctan — +arctan — | =
2 5 8 —%
_56+9 @ _q
S 72—-7 65
On a donc :

1 1 1 /4
tan <arctan 5 + arctan 3 + arctan 8) = tan (Z)

Il reste a vérifier que ces deux quantités sont dans un intervalle sur lequel la fonction tangente est injective. On a :

1 1 1
0<§<% donc 0<arctan§<%
1 1 1
0<§<% donc 0<arctan§<g
1 1 1
0<§<\ﬁ donc 0<arctan§<g
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donc au final :

0<tl+t1+t1<ﬂ
\arcanz arcan5 arcanS >

T T
0<—-< =
4 "2

La fonction tangente étant injective sur [O, z [ on peut donc déduire 1’égalité.
56

5 3
Exercice 18 Montrer que : arcsin — -+ arcsin — = arcsin —.
q 3 5 65

Correction : On commence par calculer :

sin [ arcsin i + arcsin §
13 5

Ona:

sin [ arcsin i + arcsinE —i cos arcsinE + E cos | arcsin i
13 5) 13 5 5 13

On utilise alors la formule : cos(arcsinx) = v/1 — x? (que I’on doit redémontrer).
Cela donne :

cos arcsin§ —\/1—2—\/E—i
5) 25 V25 5

et
cos <arcsin5) —\/1 —2—5 = E = B
13 169 169 13
Au final :
. .5 .3 54 312 20436 56
sin <arcsm13 —i—arcsm5> =135 + sT3-13x5 — &
On a donc :

sin [ arcsin > 4—a1rcs'n3 sin | arcsin >6
1 mn— 1mn— = JE—
13 5 65

Il reste a vérifier que ces deux quantités sont dans un intervalle sur lequel la fonction sinus est injective. On a :

1
0< > < donc arcsin <5> < r

S13 72 13) 76
3
Montrons que%é \Zf.Ona:
3 3
Sg*zf = 6<5v3 <= 36<25x5 VRAL

Ainsi :

0< % < ﬁ donc arcsin <5> < g

2 13
Au final :
0 < arcsin S + arcsin§ < r
13 5 2
0< arcsinE < z
65 "2

T
’2

sin [ arcsin > 4—arcs'n3 sin | arcsin >6
1 n-— m- | = n—
13 5 65

cela donne donc :

Or la fonction sinus est injective sur [0 } comme on a :

arcsin i + arcsin § — arcsin ﬁ
13 5 65

41



T 1 1
E ice 19 Démont : — = 4arctan - — arctan ——.
xercice cmontrer que - - arctan 5 arctan - 29

Exercice 20 Résoudre I’équation arctan(x) +x = 1 d’inconnue x € R.

42



Fonctions trigonométriques hyperboliques

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

% Généralités, définitions
Définition .4 La fonction cosinus hyperbolique notée ch (ou parfois cosh) est définie sur R par :

e +e*

Vx € R, ch(x) = 5
La fonction sinus hyperbolique notée sh (ou parfois sinh) est définie sur R par :

e —e™*

Vx € R, sh(x) = 3

R) On voit le lien avec les fonctions sinus et cosinus par la formule d’Euler.

On a la proposition évidente :

Proposition .10 — parité/imparité. La fonction cosinus hyperbolique est paire.
La fonction sinus hyperbolique est impaire.

Autre propriété partagée avec cosinus et sinus :

Théoreme .11 Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont dérivable avec :

sh’ = ch et ch’ =sh

% Représentation graphique

On a les tableaux de variations :

x —oo 0 oo

variation 0 /
de sh(x) /

~+o0 —+oo
variation
de ch (x)
1

Proposition .12 On déduit de ces tableaux de variation :
 La fonction sinus hyperbolique réalise une bijection de R dans R
« La fonction cosinus hyperbolique réalise une bijection de Rt dans [1,+oo|

—+o0

R) On peut donc étudier leur bijection réciproque, c’est les fonctions argument cosinus hyperbolique et argument sinus
hyperbolique, dont I’étude est hors-programme mais sujet de nombreux exercices.

En particulier, on pourra retenir que ces fonctions arcsinus et arccosinus hyperbolique admettent des expressions explicites,
c’est-a-dire que I’on peut exprimer la solution de ch (x) = y en fonction de y.

% Représentation graphique

On a la représentation :
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21
34
44
_51
* Relations fondamentales
Proposition .13 On a pour tout ¢ réel :
exp(t) =ch(t)+sh(z) exp(—t) =ch(t) —sh(z) ch?(r) —sh?(r) = 1.

Démonstration. Les deux premieres relations sont évidentes, la derniere s’obtient a partir de :

ch?(r) :% (e2x +2+e )
sh?(r) :% (€2x -2+ efzx)
|
* Pour une fonction f quelconque, la partie paire de f est définie par la fonction p : x — W La partie

f(x)—f(=x)
. : L2
maniere unique sous la forme f = p+i avec p paire et i impaire.

La fonction ch est ainsi la partie paire de la fonction exponentielle, et sh est la partie impaire.

impaire de f est définie par la fonction i : x — . Ces définitions montrent que tout fonction f s’écrit de

+ Interprétation sur I’hyperbole
Considérons I’hyperbole H, c’est la partie du plan définie par :

H= {(x,y) € Rzyxz—y2 = 1}
Si on considere (x,y) € H, alors, on peut construire 7 € R, tel que : y = sh(¢). On a alors :
x| = /1 —sh?(z) = [ch(1)]

Ainsi : x = £ch (). Réciproquement, si t € R, alors (ch (t),sh (t)) et (— ch(t),sh (t)) sont des éléments de H.
On en déduit une écriture paramétrique de H :

H= {(ch(t),sh(t)) ‘t = R} U {<—ch (1),sh (t)) ‘z c ]R}
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# Lien avec les équations différentielles
Proposition .14 Soit @ € R et I’équation différentielle :
(E): y' — 0’y =0.
Alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :
y : x — Ach (®wx) + Bsh (wx) (A,B) € R?
Démonstration. 1équation caractéristique est () : x> — ®? = 0, les racines sont : ® et —®, d’apreés le théoréme du cours, les
solutions sont les fonctions de la forme :
y:x+— ae® +be " (a,b) € R?
En particulier, on constate que x — ch (@x) et x — sh (@x) sont deux solutions, donc toute fonction de la forme :
y:x+— Ach(wx) +Bsh(wx)  (A,B) € R?

est aussi solution.
Soit y maintenant qui s’écrit sous la forme : y : x — ae® + be™®* En remplacant e®* et ¢~ ®* par leur expression en
fonction de ch (wx) et sh (wx), cela donne :

y(x) = (a+b)ch(wx)+ (a— b)sh (wx).
Ainsi, toute solution s’écrit sous la forme :

y : x+— Ach (@x) + Bsh (@x) avec (A,B) € R?

# Extension aux valeurs complexes
Soit ® € C, on peut aussi considérer les fonctions :

R = C R — C
wx —x et
X — % = ch(wx) x — ————— =sh(ox)

Q
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I Ces fonctions sont définies a I’aide de 1’exponentielle complexe.
Ces fonctions vérifient les mémes propriétés :

la dérivée de x — sh (@t) est x — wch (wr)
la dérivée de x — ch(wr) est x — wsh (t)

Vi € R, exp(wt) = ch(wt) + sh(wr) exp(—wt) = ch(wt) —sh(wr) ch?(wt) —sh?(wr) =1

Les solutions de (H): Y’ —w*y=0avec ® € C
sont les fonctions de la forme y:x— Ach(wx)+ Bsh(wx) (A,B) € C?

Enfin, on constate que :
Vx € R, ch(ix) = cos(x) et sh (ix) = isin(x)

* Exercices
Exercice 1 Exprimer cosh(x+y) et sinh(x+ y) en fonction de sinh(x), sinh(y) et cosh(x), cosh(y)

Correction : Il faut remplacer ¢* et e™* par leur expression en fonction de ch (x) et sh (x). Cela donne :

cosh(x+y) =cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
sinh(x +y) =sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

p) llexiste des formulaires de trigonométrie hyperboliques trés semblables au formulaire de trigonométrie circulaire.

Exercice 2 Résoudre 1’équation ch (x) =y d’inconnue x > 0 de paramétre y > 1.

Etudier ainsi la bijection réciproque de ch.

Correction : On peut travailler par équivalence :
ch(x) =y <= e* -2y +1=0

On résout alors I’équation du second degré X% —2yX + 1 = 0. Les solutions sont y+ /y2 — 1 et y — 1/y2 — 1. En étudiant le
signe, on constate qu’elles sont toutes les deux positives strictement. Cela donne :

ch(x)=y <:>x:1n<y+ \/yzi—l> oux:1n<y—\/yzi—1>
On a facilement :

y+\/yzi—l> 1 donc 1n(y+\/)/27—1) = 0.
Mais :

Y01 1

— = <1
YV =1yt -1

Ainsi : In (y — /= 1) < 0, or on veut x > 0. cela donne :

ch(x)=y <:>x:1n<y+ \/y2—1>

Ainsi :

y=vy -1

[l,40] — R

reeoshs Ly (es v )

On peut tracer la courbe par symétrie.
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Exercice 3 Résoudre 1’équation sh (x) = y d’inconnue x de parametre y € R. Etudier ainsi la bijection réciproque de sh.

Correction : On procede de méme.
ch(x) =y <= > —2ye* —1=0

On résout alors I’équation du second degré X% —2yX — 1 = 0. Les solutions sont y+ /y2 + 1 et y — 1/y2 + 1. En étudiant le
signe, on constate qu’elles sont toutes les deux positives strictement.
En faisant une disjonction des cas, on constate que y — /y%+ 1 < 0. Ainsi :

ch(x) =y <= x=In (y—i— \/y2+1)

Au final :

R —- R
arcsinh X — ln(x+\/x2+1>

On peut tracer la courbe par symétrie.

Exercice 4 La fonction tangente hyperbolique notée (ou tanh) est définie ainsi :

R — R
X eX—1
e +1

1. Vérifier les relations :

_ef—e*  sh(x)
e +e*  ch(x)
2e 2e"

=1-— =1
eX+e > + eX+e X

(%)

2. Dériver la fonction . Trouver une relation entre ' et ch et une relation entre ’ et .
3. Représenter la fonction . Vérifier qu’elle réalise une bijection de R dans | — 1, 1].
4. Déterminer la bijection réciproque explicitement.

Correction :
1. Evident

1
2.VxeR,'(x)=1-2(x) = ——
() =1-"09= oy
3. Tableau de variation. la fonction est continue est croissante sur R.

4. Ona:

1 1
Vx €] —1,1], arctanh(x) = Eln (1 ji)
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Lien entre 1’algebre linéaire et 1’étude des suites

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

# Cas des suites arithmético géométrique
Définition .5 On appelle suite arithmético-géométrique, une suite u, de la forme :

up donné
VneN, upy =au,+b (R)

avec (a,b) € K? fixés et a # 1.

On considere donc (a,b) fixés avec a # 1 alors E I’espace vectoriel des suites (ie E = K) et 1’application :

E — E
¢ (un>n€N — <un+l - aun)
neN

Dire que (up),en vérifie la relation (R), ¢’est dire que ¢ <(u,,) neN) = b (en identifiant b et la suite constante égale a b). On

note F I’ensemble des suites u = (uy),cn telle que @(u) = b.
Si on considere deux suites u = (u,) et v= (v,) et o € K alors :

VneN, (p(u+av)), =(u+av),1 —a(u+ow),
=yt 1 — auy ++0 (V1 —avy)
=@(u)n+aQ(v)s
On peut donc écrire :
o(utov)=0(u)+ap(v) égalité de suites

Ainsi, I’application ¢ est donc linéaire.

Puisque a # 1, on peut trouver / € K, telle que / = al + b, ie ¢(I) = b (en identifiant toujours les réels [ et b et les suites

constantes associées). La valeur exacte de [ est [ = lfba

On écrit alors pour une suite u = (i, ),en quelconque :
ueF = ou)=09() < ou—-10)=0
<= u—1ecker(p).
Or clairement ker(¢) est I’ensemble des suites géométriques de raison a :
ker(¢) = Vect ((a")nen)
Ainsi, on peut écrire :
ucF < (u—1) € Vect((a")nen)
—dJAeK, VneN, u,=Aad"+1

On détermine A avec les premiers termes : A = ug — [, ce qui puisque [ = 1—2 donne :

b b 1—a"
VnEN,un:<uo—>a”+:uoa”+b a
a a
On en déduit le résultat du cours :

Proposition .15 Pour une suite qui vérifie la relation de récurrence :

uo donné
VneN, u, 1 =au,+b (R)

avec (a,b) € K? fixés eta # 1.
On peut trouver [ tel que [ = al + b.
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La suite (u, —[),en est alors géométrique de raison a. Cela permet d’exprimer u, en fonction de n en écrivant :

VneN, u,=a" (up—1)+1
Rp) On peut aussi adapter en exprimant u, en fonction de u;

Exercice 1

On désigne par & I’ensemble des suites (u,),en+ qui vérifient, pour tout n entier naturel strictement supérieur a 1, la
relation :

aupi1 = (a—Vu,+r+n

Déterminer un élément de & dont le terme général soit de la forme :
u, =on+f

ol a et B sont deux réels que I’on déterminera en fonction de a et r.
En déduire I’expression de u, en fonction de u;.

Correction : Il suffit d’avoiroc — 1 =0etao+ B —r=0,c’estadircax=1etf =r—a.
On peut prendre Vi € N* u, =n+r—a.

Soit (u,) une suite qui est dans &. Définissons w, =n+r—a

Posons Vn € N*, v,, = u,, — wy,.

On a alors Vn € N*, av,, 11 = au, 1 — awpa

Donc avy41 = (a— Duy +r+n— [(a—1)w, +r+n] (car la suite (w,) est aussi dans &)

~1
e a—1\"
Apres simplification, il reste : av,+1 = (a — 1)v,, donc v, = ( ) Vi
a

—1 n—1
Revenons a (uy) : Vn € N*, u, —w, = (a ) (1 —wy)
a

Orwi=1+r—aetw,=n+r—a,donc

1 n—1
VneN*,un:n—i—r—cH—(a) (uy—1—r+a)
a

* Cas des suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Définition .6 On appelle suite récurrente linéaire, une suite définie par ug, u;, et la relation de récurrence :

(R) VneN, w2 = auyy1 +buy, avec (a,b) scalaires fixés, b # 0.
On note E I’espace vectoriel des suites, on considere

E — E
¢ (un>n€N — (”n+2_aun+1_bun)n

eN
@ est un endomorphisme car si u = (u,) et v = (v,) sont deux suites et & un scalaire, on a :
VneN, o(u+ov), =(u+av), ,—a(u+av), —bu+av),

= (un+2 —Aalp1 — bun) + o (Vn+2 —aVptl — an)
=@u)n+0op(v)s

ainsi : @(u+ av) = @(u) + a@(v) (c’est une égalité de suites).
L’ensemble des suites qui vérifient (R) est ker(¢).

Dimension de ker(¢)

On va déterminer la dimension de ker(¢). Intuitivement cette dimension est 2, puisqu’une suite de ker(¢) ne dépend que
des deux premiers termes.
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Pour le prouver, on considere donc :

¥ - K2 —  ker(o)
“| (x,y) +— lunique suite vérifiant up = x, u; =y et (R)

On va montrer que ¥ est un isomorphisme.

Montrons que W est linéaire.

Pour cela, on considere (x,y) € K2 et (x,y') € K? et o € K. On note u = (uy,) la suite définie u = ¥ ((x,y)) etv = (v,) la
suite définie v =¥ ((x',)’)) et enfin w = (w,,) la suite définie w = ¥ ((x,y) + a(x’,y")). Il s’agit de montrer que w = u + av.
Orona:w=Y¥((x+ax',y+ay)) et donc par définition :

wo = x+ ax’ = ug+ avy et wi =y+oy =u+av;

ainsi, on peut dire que les suites w et u+ otv ont leurs deux premiers termes égaux. Ces deux suites vérifient aussi (R). Par
récurrence double immédiate, on obtient

VneN, w, =u,+ v, ce qui s’écritw =u+v
ou encore ¥ ((x,y) + & (¥',))) =¥ ((x,y) + a¥ ((',y')) .

L’application W est donc linéaire.
Montrons qu’elle est injective. Pour cela, on considére (x,y) € K2, tel que ¥((x,y)) = 0, ie ¥((x,y)) est la suite nulle.
On a alors :

VneN, ¥((x,y), =0
En particulier pour les deux premiers termes :

P((x,5))o=0 et ¥((x,y))1 =0

or par définition : W((x,y))o = x et ¥((x,y))1 =y, ainsi (x,y) = (0,0). L’application ¥ est donc injective.

Montrons maintenant que W est surjective. Pour cela, il faut considérer une suite (u,),en qui vérifie (K) on a alors :
(tn) =¥ ((uo,u1)). D’ou la surjectivité.

Au final, ¥ est donc un isomorphisme.

p) Lapplication réciproque est :

1 ker(p) — K2
¥ '{u:(un) — (uo,up)

On en déduit en particulier que dim(ker(¢)) = 2. On va donc chercher une base de ker(¢) deux suites linéairement
indépendante qui vérifie la relation (R).

p) Une base que I’on pourrait utiliser est ((u,), (v,)) ol (u,) est I'unique suite qui vérifie (R) telle que up = 1, u; = 0, et o
(vn) est 'unique suite qui vérifie (R) telle que vo =0, v; = 1.

On cherche donc une base de ker(¢), ie deux suites qui vérifient la relation : (R) : u,12 = au,+1 + bu, et qui sont
linéairement indépendantes.

L’idée est de chercher des suites géométriques (les plus simples). On cherche donc r € K*, tel que la suite () soit dans
ker(¢).Ona:

") eker(@) <= VneN, r" Zhar 4 =0
= rP4ar+b=0

D’ou I'idée de regarder I’équation caractéristique : x> = ax + b et le polyndme caractéristique P = X2 — aX — b. Pour toute

racine r du polyndme, on est slir que la suite géométrique (") est dans ker(¢).
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Cas de deux racines distinctes
Si P a deux racines distinctes, r et r; alors on sait déja que les suites (7}),cn et (5),en sont bien dans ker(¢). Il reste a
vérifier qu’elles sont linéairement indépendantes. Pour cela, on considere (o, 8) € K2, tels que :

a(r!)nen + B(r3)nen = 0 ie est la suite nulle
c’est-a-dire :
VneN, ar] +Br; =0

o+pB=0

, C’est systeme inversible car son déterminant vaut
or; + ﬁrz =0

L’étude des deux premiers termes, donne le systeme : {

rp—ry # 0donc (a,B) = (0,0).
Au final, la famille ((7}),en, (75)nen) est une famille libre de ker(¢), c’est donc une base. On a retrouvé le résultat
suivant :

On considere (a,b) € K? avec b # 0 et la relation de récurrence : (R)Vn € N, u, 1> = au,., 1 +bu,. On note P le polynome :
P=X%+aX+b.

Si P a deux racines ry et r, distinctes, alors les suites ((7})nen, (75 )nen) forment une base de I’ensemble des suites qui
vérifient (R).

Ainsi, pour tout suite (u,,) qui vérifie (R), ona:

(e, B) €K%, VneN, u, = ar] + prh

p) On peut bien siir calculer (, 8) avec les deux premiers termes (uo, 1), mais aussi (u1,u2) ou de toute autre maniére.

On voit aussi que ’on peut écrire :
~1 -
(e, B) €K, VneN, u, = ar' 4 pri!

ce qui est parfois plus simple si la suite (u,) n’est définie que pour n > 1.

Cas d’une racine double
Si P a une racine double r, alors on sait déja que (#"*) est dans ker(¢). Il faut en trouver une autre.
En suivant ce qui se fait pour les équations différentielles, on peut regarder la suite (nr").
Vérifions qu’elle vérifie (R). Pour cela, on fixe n € N, et on écrit :

(n+2)r""2 =(n+2)r"r? on va utiliser 7> =r + b
=(n+2)r"(ar+D)
=a(n+ 1) 41 (ar' 4 (n+2)b)
=a(n+ )" +bnr" + a4 201" on fait apparaitre le résultat attendu
=a(n+ )" 4 bn" 4+ " (a+2b)
Il reste donc & montrer que ar +2b = 0. Or on sait que r est racine double du polyndme X2 + aX + b, donc r = —3 et
a? —4b = 0 On obtient :
a’ 1
ar+2b === +2= 5(—az+4b) =0

La suite (nr"") est donc bien dans ker(¢).

Les deux suites ("), (nr")) forment donc une famille de deux éléments de ker(¢). Il reste a vérifier que cette famille est
libre, ce sera alors une base.

Pour cela, on regarde la combinaison linéaire :

o (") + B (nr"") = 0 ie la suite nulle
et on utilise les deux premiers termes :
oa=0 or+ Br=0ainsi (o, ) = (0,0)

La famille est donc libre, ¢’est donc une base de ker(¢).
On a donc démontré le résultat suivant :
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On considére (a,b) € K? avec b # 0 et la relation de récurrence : (R)Vn € N, w12 = auy,+1 + bu,. On note P le polynome :
P =X?+aX +b.

Si P a une racine double r. alors les suites ((r"),en, (n7")en) forment une base de 1’ensemble des suites qui vérifient
(R).

Ainsi, pour tout suite (u,) qui vérifie (R), ona:

I(a,B) €K, VneEN, u, = (a+Bn)rs

Cas de deux racines complexes

Considérons maintenant le cas ol (a,b) et (up,u;) sont réels. La suite (u,) est alors réelle. Supposons que P (qui est a
coefficients réels) ait deux racines complexes distinctes, r| et r», on peut alors écrire :

3(A,B) € C, Vne N, u, =Ar{ +Br}

mais cette écriture n’est pas pratique : u, est un réel, tandis que Ar + Brj est a priori un complexe.

On doit alors simplifier pour retrouver une expression réelle au membre de droite.

Pour cela, on écrit : | = pe'® et donc r» = pe™® (puisqu’il s’agit des deux racines complexes conjuguées d’un polyndme
a coefficients réels) avec p > 0 et €€]0,27[ (6 ne peut pas étre nul car les racines ne sont pas réelles, de plus comme b # 0,
les racines ne peuvent étre nulles).

On a alors :

VneN, u, =p" (Aeine +Be*"”9> et donc T = thy = p" <§ein9 _i_XefinO)
On en déduit la relation :
Vn € N, Ae"® 4 Be "0 — Bei® 4 Ao~ in0
ce qui s’écrit :
VneN, (A-B)e" + (B—A)e ™ =0
On utilise alors le résultat suivant :

Proposition .16 Soit u et v deux complexes non nuls avec u # v, alors les suites

((un)neN ’ (vn)nEN)

forment une famille libre

Démonstration. On peut dire que ces deux suites sont des vecteurs propres de I’endomorphisme :

{ cN - N
(un)nEN — (unJrl)neN

Précisément, la suite (u"), . est vecteur propre associée a la valeur propre u, et la suite ("), . est vecteur propre associée a
la valeur propre v. Comme u # v ces deux suites appartiennent a des espaces propres différents et forment donc une famille
libre.

On peut aussi retrouver ce résultat comme précédemment. si (a, ) vérifie :
o (u")+ B (V') = 0 ie la suite nulle
alors en prenant les deux premiers termes on a :

{ a+p=0

systeme linéaire de déterminant # — v non nul.
ou+pv=0
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En appliquant ce résultat, on en déduit que : A = B.
VneN, u, =p" (Aeme +Xe*"”9)
=p" (Aeine —}—Aei"G)

=p" (2Re (Aei”{’))
en écrivant A =a+ib,ona:
Re (Aeine) =acos(nB) —bsin(nb)
Ainsi :
Vn € N u, =p" (2acos (n@) —2bsin (n0))

On en déduit le résultat suivant :

On considere (a,b) € K? avec b # 0 et la relation de récurrence : (R)Vn € N, u, 2 = au, | + bu,. On note P le polynome :
P=X*+aX +b.

Si P n’a pas de racine réelle. On note pe’® ’une des racines complexes.

alors les suites (p” cos(nB),p"sin(n6)) forment une base de I’ensemble des suites qui vérifient (R).

Ainsi, pour tout suite (u,) qui vérifie (R), on a :

(e, B) €K%, VneN, u, = p" (ctcos (n8) + Bsin (n6))

p) On peut aussi procéder différemment : vérifier que les suites (p” cos(n0),p" sin(nB)) vérifient (R), puis vérifier que c’est
une famille libre.

On en déduit alors qu’il s’agit d’une base de ker(¢), puisque 1’on sait que la dimension de ker(¢) est 2.

I On confond souvent ce résultat avec celui sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2. on peut retenir que ce
résultat demande une étape supplémentaire : I’écriture de la racine sous forme pe'®.

on peut aussi se souvenir de deux exemples simples :

* les fonctions solutions de y” = —y sont les fonctions de la forme :
x — orcos(x) 4 Bsin(x) = e™ (e cos(x) + B sin(x))

car les racines du polyndmes caractéristique sont i = 0+ 1i et son conjuguée.
* les suites qui vérifient : u,» = u, sont les suites de la forme

u,=o(-1)"+p=1" (acos (ng) + Bsin (n%))

. A Lo e . i T . Z
car les racines du polyndmes caractéristique sont i = le'2 et son conjuguée.
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Formules de Taylor

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

# La formule de Taylor sur les polynébmes

Proposition .17 Soit P € K[X] eta € K, alorson a :

_+°°p(k)(a) _ak
POO= Y (x—a)

En particulier, pour a = 0, on obtient :

On peut aussi écrire :

+o p(k)
P(X+a)=Y k'(“)xk.
=0 X

* La formule de Taylor est exacte pour les polynémes (pas besoin de reste, ni de petit o) et C’est une somme finie (les
dérivées s’annulent a partir du degré de P).

* Si deux polyndmes sont égaux sur un intervalle du type | — a, o[ avec a > 0, alors ils ont les mémes coefficients et
sont égaux partout (ceci est faux pour les fonctions voir I’exercicesur x — efxiz ).

¢ Cette formule permet de trouver ’expression du polynéme composé P(X + a) en fonction du polynome P.

Pour la retrouver :

P=ay+a\ X +aX*+---+a,X" ag = P(0)
P =a; +2ayX +3a3X* + - - -+ na, X" a; = P'(0)
P’ =2a,+3 x2a3X 4 ---+n(n—1)a,X"> 2a; = P"(0)

Démonstration. On va utiliser X = (X —a+a) et la formule du bindme de Newton.

n n
P=Y a Xk = Y aX—a+ a)f on utilise Newton
k=0 k=0
n k k ) ) n k k i )
=Y al( ) <> (X —a)ld" | = ZZak<_)(X—a)]ak_f
=0 \j=0 \J =0j=0 \J

On inverse les sommes :

n o n . X ] n
P= OkZak<) kij—;) %) kzkk ja
J=0k=j = =
:iup(j)(a)
=0 J

En utilisant la formule donnant la dérivée j-ieme d’un polynoéme. :

. 1 k! w
P(]) :Zak<k_j)'xk J

k=j

+# Formule de Taylor avec reste intégral

La formule de Taylor avec reste intégrale exprime la différence entre la fonction et I’approximation de cette fonction
par le polynéme de Taylor en un point x donné et a un ordre n donné.
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Proposition .18 Soit I un intervalle réel et a € I, et soit f une fonction de classe €” ! sur 1.
Alors,on a :

Vxel, f(x) :Zn: (x—a) +/ FUD(1)d.

En particulier poura =0 :

Vxel, f(x) i ) +/ £ (1)dr.

On écrit :

& (o Y =0" e
wel f= Y +/0 S e ar

—~
reste

|
polyndme de Taylor

X —t n
» La formule « contient » ses hypothéses : f doit étre " sur [0,x] pour que 1’on puisse parler de / u f (n+1) (r)dr.
0o n

* Le reste dépends de n et de x. Beaucoup de résultats s’obtiennent en majorant cet écart.

* Si on fixe n et on fait tendre x vers 0, on obtient Taylor-Young ! (ie I’égalité asymptotique entre f et son polyndme de

Taylor lorsque x — 0).

* Si on fixe x et on fait tendre n vers I’infini en démontrant que le reste tends vers 0, on obtient un développement en

série entiere de f.

#* Retrouver la formule
Plutot que de 1’apprendre par coeur, on la retrouve rapidement :

d)+ / " P )ar

—f(a) + (@) (x—a) + /xf”(t)(x—t)dt
=@+ @)+ TP a—ap s [0

La seule astuce a retenir : intégrer le 1 en x — ¢ pour éviter le — de I’intégration par parties et annuler le crochet en x.
k k+1
(x—1) (x—1)

On inte o 9 .
n mtegre ainsi X en (k—|— 1)‘

Démonstration. On fixe donca € 1.
La démonstration est en fait une récurrence :

n (k) X (x — )"
Pn): fee = Vxel, fx)=) ! kf“) (x—a)f +/ (xn,)f("“)(z)dz
k=0 " a :
La relation est vraie pour n = 0 car la relation :

Vxel, f(x) +/f

est vraie si f € €.
Soit n € N fixé tel que #(n) est vrai et supposons f € €2 On fait alors une intégration par parties sur le reste :

/x Mf("“)(t)dt B [_(—t)”“f(nﬂ)(t)r +/x ﬂf(wz) (t)dt

n! (n+1)! (n+1)!
(x a)”‘H n+1 / —t n+1 n+2)
T (n41) @)+ (n+ 1 (1)t

en utilisant I"hypothese de récurrence, on obtient bien le résultat.

56



Toutes les applications tournent autour de la méme idée : estimer le reste (majoration / signe ), éventuellement en faisant
tendre x vers a ou n vers +-oo.

» Exemple .1 On veut comparer cos(x) et 1 — %
On applique la formule de Taylor :

2 X3 X
_ / A n A (3)
10 = SO+ (0)+ 510 + 500 + |
ainsi :

2 ¥ (x—1)3
cos(x)zl—%—i-/ (X3')
0 .

>0 81 xe[0,%]

cos(t)dt

On obtient donc une inégalité valable sur un intervalle :

2
Vx e [0,%} , cos(x) > 1—%

Ce que confirme le graphique :

1.0+

0.5 1

0.0

—0.54

—-1.04

1) Lutilisation des développements limités permet uniquement d’avoir une inégalit€ asymptotique alors que la formule de
Taylor avec reste intégrale donne une vraie inégalité.

L’égalité de Taylor Lagrange permet en particulier d’obtenir des inégalités strictes.

% Formule de Taylor-Young

Proposition .19 Soit f une fonction de classe 6" au voisinage de a. Alors f admet un DL, en a donné par :

1) = fl@)+ £@) )+ T e a ot f9@ o[ —ay]
z x—a)k
xfak;)f(k)(a)( k! ! +ol(x—a)]

En particulier dans le casa =0, on a:

fl/ (O) xn

fx) = f0)+£(0)x+ x2+---+f(")(0)a+0(xn)

x—0 2
d xk
= Zf(k)(O)H+o(x”).

* Il s’agit d’une égalité asymptotique : lorsque x tends vers 0, la fonction f est presque un polynome (son polynéme de
Taylor) sauf un reste qui tends vers O plus vite que x".

* Permet d’obtenir les développements limités usuels, mais pour une fonction quelconque, il est recommandé d’utiliser
les méthodes de calculs de DL. Parfois, on fait le contraire : on calcule les dérivées successives en 0 en calculant le DL.
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#% Rappels sur la manipulation des équivalents

Sous forme de « regles de calcul avec les petito » :

addition : 4+ o(x") =o( xmin(km))
produit : o (x") =o (xk+n)
X
intégration : M dt = Pl
intégration /0 9, (") o (1)

Pour la composée, si on a par exemple :

= o+ Bu+yu +6u’ +o (u?)
u—0

g(ap+u)
= ap+ u(x)

f(x) x—0

avec u(x) ~ Axk —0
x—0 x—0

o() +o(x") =o(x™k)

0 (xk) o(x") =0 (xk+”)

(avec u(x) qui peut contenir un petito), alors, on peut remplacer u par u(x) (y compris le petito) dans le DL et o(u') par

o(x'*) pour obtenir :

gUF()) = a+ B (u(x) +¥(u(x) +7(w(x)’ +o (*)

x—0

On finit alors comme pour un produit et une somme (attention aux doubles produits dans le développement des carrés.

1
Pour un quotient g, on fait le DL de f x —. Pour faire le DL de é, on passe par une composée et par le DL de ﬁ

Pour calculer le DL, d’une fonction dont on connait la dérivée (et le DL, de la dérivée), on integre la partie réguliere

du DL, de f, en ajoutant le terme f(0). On obtient ainsi un DL, ;.

+% Rappels sur les développements limités des fonctions usuelles

’ f(x) ‘ Développement limité en O Commentaires
1
] L4+x+x2 4 +x"+o(x"), Peut s’obtenir par Taylor-Young, ou
—X n
. la f 1
soit ¥ xF +o(x") paria Or{nf;nﬂ
k=0 Y o=
= 1—x
1
I 1—x4+x>+...(=1)"x" +o(x"), La méme que ci-dessus avec —x a la
X n
soit Y (—1 Yok +o(x™) place de x.
k=0
] f(x) \ Développement limité en 0 Commentaires
¥ X x"
—In(1—x) x+?+§+...—+o(x”), En intégrant [, oupar la formule
n —X
n ok de Taylor-Young
L 0
soi ]; . +o(x")
¥ X
In(1—x) BRI M s +o(x"), ré-écriture de la ligne précédente
n
n
t —) —+o(x"
soi kg’l . +o(x")
2 3 n
In(1+x) x—%+%+ +(—1)"+1x—+0(x”), Idem
n
- k+1%
soit 1) —4o(x"
LD o)
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| f(x)

\ Développement limité en 0

Commentaires

(I+x)“ 1 + ox + wﬁ + W}@ + -+ 4| Obtenue par la formule de Taylor
a(a—1)(06—2)(%—3)4--(06—"+1)xn +o(x") Young, remarquez en particulier la si-
" militude avec la formule de Newton
lorsque o est entier.
| I
14+x 1+ Ex — gxz + o(xz) Exemple d’application, a savoir re-
trouver rapidement.
I 3, N
\/11? 1—§x+ i +o(x%) Idem.
’ f(x) ‘ Développement limité en O Commentaires
x2 x3 X
e 1+x+ 5 + 3 +ot S+ o(x"), Par Taylor Young, puisque e* est se
n ok ' " dérive en elle-méme.
s n
soit k;) o +o(x")
3.3 =R
—1
sinx x % + % +ot (2))61' +o(x*"?), Impaire et obtenu par Taylor Young.
M 2k (2n+1): Autre méthode, en remplagant x par
soit (—1)"7 + o(x*"2) ix et —ix dans e”.
k; (2k+1)!
P 2 .
cosx 1-— 31 + 1 +- 4 (—1)”; +o(x*"), Par Taylor-Young, remarquez que
n L2k " I’on a un ordre de plus que la partie
soit Z (—1)f (2K)! +o(x*t1) réguliére, puisque 1’on sait que le pro-
k=0 ' chain terme est en x?"*2
X ¢veloppement limité en ommentaires
Développ Timit€ en 0 C -
3
tan(x) x+ % +o(x*) En calculant les dérivées successives et
en utilisant Taylor-Young. On sait que
c’est un ordre 4, puisque la fonction est
impaire.
3.3
arctan(x) x— % + 3 +o0(x%) En utilisant un DL de arctan’(x) =
1
a2 il existe une formule pour
I’ordre n
n 2k+1
Y (-1 T +o(x*"?) DL a I’ordre n au programme
k=0
’;
>3
arcsin(x) x+ % + Exs +0(x%) En utilisant un DL de arccos’(x) =
1
———, il existe une formule pour
V1—x? P
I’ordre n
T ¥ 3 5 6 T :
arccos(x) AT +o(x") arccos(x) = 7 —arcsin(x).

% Développement en série entiére

Proposition .20 Pour tout x réel, on a :

oo xk

k=0

Y=

ex

Autrement dit, la fonction exponentielle est développable en série entiere avec un rayon de convergence R = +oo.
En particulier :
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Démonstration. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral :

VxeR, & =

Soit donc x € Rj, on a alors :
i x" C(x—1)"
4\ n! n!

et rx
<— / (x—1)"dt
0

n!
e’

<
(n+1)!

édt

50

n
. TN . X Lo
Ainsi la série a x > 0 fixé Z — converge vers ¢*. On peut donc écrire :
n!

+oo X"
VxeR,ef =) —
n!

n=0

On peut aussi traiter le cas o x < 0 (il faut faire attention a I’ordre des bornes de I’intégrale ) :

n

_iiz

X —t n
uetdt

=n! n!
0 —t n
— (x ‘ ) ldt
/ |t — x|"dt
"dt
n! | ( x)
1 n+1
NCESARANN

Exercice 1 A I’aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f : x — In(1+ x) montrer que :

no(_1 k—1
lim (=1)

n—>+°°k:1 k

=1n(2)

Correction : On pose donc f : x — In(1+x).

Notons déja que I’on ne peut pas utiliser les séries entieres ici puisque f est DSE avec un rayon de convergence égal a 1.
On passe donc par la formule de Taylor avec reste intégral.

On a par récurrence (a rédiger) :

f(x) =In(1+x) f(0)=0
f0)=m5=>0+x" 7(0) =1

f”(x) = _(1+X)72:_(171x)2 f’l(O) =—1

FO) =+2(1+x)7 =+ Fd(0)=2

fO ) = —6(1+x) " = — &5 F9(0)=6

f(k)(X) = (=D =111 +2)F = (=) f(k>(0) — (=1 (k—1)!

Ainsi, la formule de taylor a I’odre n entre O et 1 s’écrit :

< 11 n ! n —(n
2= R0 [ a=omaen

0
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Il faut donc montrer que le reste tends vers O :

vt €[0,1], (1—1)"(141)~"*D < (1 —1)" en majorant (141)~"*+Y par 1

et donc :
1 1
/ (1= (1 1)~ D </ (1—1)'dt
0 0
1
< —0
(I’l + 1) n—oo
Joo 1
Ainsi, le reste tends vers 0 et on a bien : In(2) = Z (—l)k%.
k=0

+# Démonstration de la formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young peut se déduire de la formule avec reste intégral, pour cela, il suffit de faire tendre la valeur
de x vers a. Pour simplifier les notations, on se place en 0.

On va montrer le résultat suivant :

Proposition .21 — Formule de Taylor-Young. Soit f une fonction de classe ¢ au voisinage de 0.
Alors f admet un DL, en O donné par :

10 =)+ £ O+ LD g 004 o ()
~ ¥ 905+ o ()

k=0

Démonstration. On peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral (avec n — 1 a la place de n).
Ce qui donne :

Vxe 9, f( )_nztlf(k)(())xk_i_/xwf(n)(t)dt
TSI L K Jo =)
On force a ajouter le terme d’ordre n :

x—l)nfl x"

- xk * ( n n
e, )= R0+ | 70 @i =0

(n—1)!
Il reste & comparer le reste avec £ (0) % lorsque x tends vers 0. Précisément, on veut démonter que

R PN N
/ e/ = U0 = o ()
On écrit alors :

ﬂ:[_u—on]":/ox@—t)“dt

n! nl |, (n—1)!

Ce qui permet d’écrire :

X (x— n—1 X (x — n—1
[ - g 0% = [T EZ (1000 - £ 0))a

On majore alors (pour x > 0) :

/ox (e=t)"! (f(n) (1) — f(”>(0))

(n—1)! di < /OW ) = 1 (0)|ds

(n—1)!

Considérons ensuite € > 0, puisque /") est continue, on a :

da >0,Vt € [—o, ],

fO0 - 0| <e
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Onaalorspour 0 <x << :

/;%‘f(”)(t)—f(”)@)‘dt <e /O((‘_”l),l

n
<E—
n!

(Pour x < 0, on obtient la méme inégalité avec une valeur absolue)
Ainsi, la différence est majorée par une x" multiplié par une valeur que 1’on peut rendre aussi petite que I’on veut (lorsque
x — 0). C’est-a-dire :

=" W _ n
/ e/ = U0 = o ()
et on a bien la formule. |

Corollaire .22 Si f est de classe ! au voisinage de 0. Alors on peut écrire :

f(x) =f<0>+f’<0>x+wx2+---+f<"><0>’i:+ o (¥

2 n: x—0
L xk
_ Zf(k)(o)*‘{' 0 (xn-i—])
=0 k! x>0
n+1
Démonstration. C’est simplement la traduction que le terme suivant dans le développement de Taylor est CESI flrt1) (0),
cest-a-direun 0 (x"1). [ ]

x—0

Le résultat avec des grand O, bien que moins utilisé est en fait plus précis : un grand O de x"! est toujours un petito de x".
Cela indique qu’il n’y a pas de termes entre x" et X**! (ie que le terme suivant est en x"*1).
Par exemple x*In(x) est o (x) maispas O (x?).
x—0 x—0
Lorsqu’on étudie des schéma numérique d’approximation (par exemple pour la résolution numérique des équations
différentielles), on utilise souvent le résultat avec des grand O.
On écrit par exemple :

flx+0) = () +hf 9+ O (7).

Une démonstration alternative consiste a utiliser la formule de Taylor avec reste intégral :

D" 1)
. 2 () dt

n!

1), e
Vxel,f(x)—kgb ! xk+/0

Proche de 0, la fonction £("*1) étant continue, elle est bornée par une valeur M. On peut alors écrire :

0" ) Y-
/O FUr (1) dr gM/0

n! n!
‘x|n+1

(n+1)!

~

% Formule de Taylor-Lagrange
Commencons pas un résultat intermédiaire :

Proposition .23 — Premiére formule de la moyenne. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] (a < b), la
fonction g étant positive. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

b b
| 108 = 1) [ steyar
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Démonstration. Comme f continue sur le segment |a, b], elle est continue et atteint ses bornes. On peut donc poser [m, M| =
f(la,b]).
Ona(carg > 0):
Vt € [a,b], mg(t) < f(t) < Mg(t).

Donc en intégrant, on trouve :

m/abg(t)dt < /abf(t)g(t)dt gM/abg(t)dt.

On peut donc écrire :

b
f(t)g(t)dt
S SO 1, 1) fia.b]).
Ja 8(t)dt
b
t)g(t)dt
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 3¢ € [a,b], f(c) = M.
J; &(t)dt
11 faut traiter a part le cas ou |, ab g(t)dt = 0, dans ce cas g = 0 (car g positive), et donc n’importe quel ¢ convient. |

On en déduit le résultat suivant :

Théoréme .24 — Egalité de Taylor-Lagrange. Soit f € " (R) et a < b, alors :

n—1 —a k
Jc € [a,b], f(b) = ka(a)(bk!)

k=0

_|_f(n)(c) (b ;!a)n

Il s’agit d’une généralisation des accroissements finis.

Démonstration. En utilisant Taylor avec reste intégral sur [a,b] a’ordre n— 1, 0on a :

_nfl (b—a)k b(b_t)n—l .
f(b)—kg()fk(a) A +/a Wf (t)dt

11 faut donc montrer I’existence de ¢ € [a,b], tel que :

_ \n—1 —a)t
[ prgar = (00

(n—1)! n!
Pour cela, on applique la premiére égalité de la moyenne en remplagant f par £ (qui est bien continue) et la fonction g par
b—1)"!
X — (()1)‘ qui est bien positive sur [a,b]. Cela donne :
n— .
b(b—r)r! b(b—t)"!
Je e ,b,/ = (r)dr =™ / =~ Mn)dt
celap), [T 0d =1 [
) (0—a)"
7f (C> n!
|
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Théoreme de la limite de la dérivée

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

* Le théoréme
Le théoréeme de la limite de la dérivée s’énonce ainsi :

Théoreme .25 — Théoréme de la limite de la dérivée. Soit f définie et continue sur un intervalle I et dérivable sur
I\a.
On suppose que I’application dérivée /' admet une limite L (finie ou non) en a. Alors :
. x)—fl(a
L0 - f@)
x—a XxX—a
ainsi, le taux d’accroissement en a tends aussi vers L.
En conséquence immédiate :
* dans le cas ou L est finie alors f est dérivable en a avec f'(a) = L.
* dans le cas oll L = F-oo, alors f n’est pas dérivable en a et ¢y admet une demi-tangente verticale en a.

Démonstration. On traite la dérivabilité a droite en a.
Soit a < x < b, f est alors continue sur [a,x] et dérivable sur |a, x|, donc on peut appliquer 1’inégalité des accroissements
finis :

101 _ g

X—a

Jex €la, x|, f(x) = f(a)+ f(cx)(x—a) soit

On sait que lim ¢, = a (d’apres le théoréme des gendarmes), puisque ¢, €]a,x[. Comme on sait que lim f(x) = L, on a par
xX—a Xx—a

. . . . x)—fla ol . L s
composition des limites : lim f’(c,) = L. Et donc : lim fx) = fla) = L. Ce qui s’écrit aussi f est dérivable (a droite) en q,
x—a x—a XxX—a
avec f'(a) = L.
On traite de méme la dérivabilité a gauche en a. |

C’est en fait un théoreme d’inversion de symbole puisqu’on peut écrire :

IMﬂuymmOmf@+2_ﬂ@)

x—a x—a \ h—0
— lim <lim f(x—i—h)—f(x))
h—0 \ x—a h
=lim M
h—0 h

On peut aussi dire : la limite de la fonction dérivée est la limite du taux d’accroissement.

Ce théoréme est particulierement utile dans le cas d’une fonction qui est prolongée par continuité en a : on est assuré
de la continuité et on montre la dérivabilité par la limite de 1’application dérivée C’est en particulier le cas pour I’étude du
probléme de recollement de solutions d’équations différentielles : dans ce cas, on cherche des fonctions solutions qui sont €.

Dans le cas ou L est finie, on obtient non seulement la dérivabilité de f en a, mais aussi la continuité de f’ en a, puisque
lim f'(x) = f'(a).

X—a

Ce qui amene au théoréme :

Proposition .26 — Théoréme de prolongement ¢!. Soit f définie et continue sur un intervalle / et de classe € sur
I\ a. On suppose que I’application dérivée f’ admet une limite finie L en a.
On a alors : f est ¢! sur I avec f'(a) = L.

I faut bien comprendre les hypothéses : f est continue sur / entier (en a aussi) et ¢’ partout sauf en a. Pour obtenir que f
est en fait €! aussi en a, on regarde la limite de la fonction dérivée. La aussi,le cadre d’utilisation est souvent le cas d’une
fonction prolongée par continuité. De plus, il faut comprendre que I’on ne prolonge pas la dérivée : on montre la dérivabilité
en a et on a automatiquement la continuité de 1’application dérivée.

En fait, on gagne un calcul : sans ce théoreéme, il faut d’abord montrer la dérivabilité en a (par le taux d’accroissement),
puis vérifier la continuité de f’, ie que )1(51(11 f(x) existe et vaut la limite du taux d’accroissement.
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#* Un exemple d’application

s Exemple .2 Soient A un réel non nul et f définie sur [0, 5] par

cos(Ax)—1 .
fix— sinx six70
0 six=0.

1
Montrons que f est " sur [O, g]

On voit que f est continue sur ] 0, g] (quotient de fcts continues). En O :

D’ou la continuité en O et sur [0, %] .
On a f de classe ¢! sur ] 0, %] (quotient de fcts €1).
EnO:
A sin(Ax) cos(x)
"(x) =— ——~ Ax)—1
£ sinx +(cos(Ax) —1) sin’ x
2
=—2%+o(1)+—=+o(1)
7LZ
———.
2
Ainsi, on peut appliquer le théoréme de prolongement %! : f est de classe €' sur [O, %} avec f'(0) = —%2. "

+* Exemple des partitions de I'unité

Les partitions de 1’unité sont des fonctions de classe ¢, nulle partout sauf sur un segment [a,b] de R ot elles sont
strictement positive.

On peut ainsi par exemple construire une fonction qui est égale a 1 sur [—1,1],eta O sur R\ [-1 —¢&, 1+ €] pour un
€ > 0 quelconque. Ce n’est pas possible pour un polyndme, et démontre que les fonctions de classe 4™ ont un comportement
différent que les fonction polynomiales : deux fonctions de classe € peuvent étre égales sur une partie non vide et trés
différentes ailleurs, alors que si deux fonction polynomiales sont égales sur une partie non vide elles sont égales partout.

Pur deux fonctions DSE, on a un comportement intermédiaire : si f et g sont toutes les deux DSE sur | — r,r[ avec r > 0,
alors si elles sont égales sur | — €, €[, avec € > 0 elles sont égales sur | — r, [, mais elles peuvent étre différente loin de O.

L’exercice suivant est tres classique et a connaitre :

o=

Exercice 1 Soit f : R* — R définie par f(x) =e <.

1. Montrer que pour tout z € N, il existe un polyndme P, € R[X] tel que : Vx # 0, ") (x) =P, (%) e 7.
2. Montrer que f admet un prolongement g de classe €* et que pour n € N, on a : g (0)=0
3. Démontrer que g n’est pas développable en série enticre.

Correction :
1. Déja f est de classe € sur R*.
On utilise une récurrence :

P(n):"3B, €R[X], Vx £ 0,£0)(x) = P, <1> e

Pour I’initialisation, on pose Py = 1.
Pour I’hérédité, on considere n fixé tel que &(n) est vraie. On dérive la relation :

T~

1\ _
W £0, /() = P, () =
X
ce qui donne :
1 1 2 1 _1
v O (n+l) — _7PI - “p - )
x#0,f (x) 2\ +x3n X e
on pose donc P11 = —X 2P,; +2X3P, pour avoir ’hérédité.
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2. On prolonge par continuité en posant f(0), si bien que :
0 six=0
g X 1
e 2 six#0
On utilise une récurrence :
P(n): g€ €™ avec g (0) =0".

C’est vrai pour n = 0 (continuité).
Supposons que cela soit vrai pour un certain n € N. g est de classe €' sur R*, et continue en 0.

1y _1
vx e R*, g (x) = Py () 0
X

x—0

ainsi, le taux d’accroissement tends aussi vers 0. On applique le théoréme de prolongement ¢! : g™ est de classe €,
avec g"t1)(0) = 0. Ce qui constitue bien I’hérédité.
3. Par I’absurde, supposons que g soit DSE sur | — R, R, ave R > 0 alors :

+oo _(n) 0)x"
veel-RR[ g = Y E- 0 g
n=0

ainsi, g est identiquement nulle sur | — R, R|, ce qui n’est pas le cas.
En utilisant la fonction g, on construit facilement une partition de 1’unité.

+% Application des partitions de 'unité
Le résultat suivant n’est pas au programme.

Proposition .27 — Théoréme de Borel. Soit (a,) une suite quelconque de réels.
Alors il existe une fonction f de classe € sur R, telle que :

vneN, fM(0) =a,

+* Méthode pour étudier une fonction prolongée
e Le taux d’accroissement,

* les développements limités,

* le théoreme de prolongement %!,

* les développements en série entiere.
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Compléments sur la manipulation des relations de
comparaison

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

On présente ici quelques résultats de manipulation d’équivalent. Il ne faut pas apprendre ces résultats par ceeur, il est
préférable de les redémontrer.

#% Les cas ol I'on peut composer
le cas d’une limite équivalent de ¢ en 0
On a lim cos(x) = 1, donc par continuité : lim e =e, ce qui s’écrit : e ~ e.
x—0 x—0 x—0

le cas de la puissance équivalent de sin’(x) en 0.

On asin(x) ~ x, donc sin®(x) ~ x3.
x—0 x—0

cos(x) cos(x)

p) Celaest aussi valable pour les puissance non entiere (ex prendre la racine carrée).

% Rédiger une substitution

n

= Exemple .3 Equivalent de u, = In (COS (1 + n%) )

1 1 1
On a: lim ( + 2) =0, donc par continuité limcos < +
n

2> =1, on est donc en train d’approximer la fonction
neo n nee n n

logarithme népérien au voisinage de 1.
On écrit alors :

1 1
u,,zln(cos Z—i_ﬁ )

—0

n I’l2 u—0

1 1
u,,;;cos ;4—; —1.

1 1
Comme lim (cos ( + > - 1) =0, etIn(1+u) ~ u,ona par substitution :
Nnoo

. N | . I
Puisona:lim—+ — =0,etcos(u) —1 ~ —%,ce qui donne par substitution :
ne n N u—0
L(1 1 2
up~—= | =+ —
"o 2\n  n?
11
neo 2 p2’
2
1 1 . . 1 1
en effet, -+~ —, donc en mettant au carré, on obtient : —t+=5 | ~ = n
n - n*nen n o n nes n

Remarquez qu’on utilise une limite et un équivalent. On substitue la variable dans 1’équivalent par 1’expression qui tend
vers la bonne limite.

* Equivalent et fonction exponentielle

I Proposition .28 Si (u,) et (v,) vérifient lim(u, — v,) = 0, alors exp(uy) ~ exp(vy)-
noeo oo
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Démonstration. En effet :

_ (ttn—vn) 1.
exp(vn) exp n—oo

» Exemple .4 Soit (u,) une suite telle que ligl(ln(un) —2n) =1In3.
On a alors
In(u,) —2n—1In(3) nTo)O
et donc exp(In(u,) —2n—1n(3)) njﬂ
¢’est-a-dire u, exp(—2n—1n(3)) —1
" 2n+1n(3)

ce qui s’écrit u,, e e .

Cette derniere écriture donne une idée de la vitesse avec laquelle u, tend vers +-co.

#* Equivalent et fonction logarithme

Proposition .29 Sion alimv, = 1, avec Vn € N, v, # 1, alors In(v,) Ve 1.
neo oo

Démonstration. En effet, si on pose u,, = v,, — 1, alors lim,. u,, = 0, et donc

In(v,) = In(1 +u,) o U = Ve 1.

Proposition .30 Si (u,) et (v,) sont deux suites strictement positives avec u, ~ Vns et limv, =L # 1, alors on a :
oo oo

In(uy) = In(v,). Ce résultat est aussi valable si L = +co.

Démonstration. Si L est un réel non nul et différent de 1, alors cela provient de u, — L, In(u,) — In(L) et In(v,) — In(L),
donc In(uy,) et In(v,) ont la méme limite (non nulle) In(L), donc sont équivalentes. (On retrouve la composition dans le cas
d’une limite).

Si L = +oo, on €crit :

mmﬂ:m(w>+1mW)
Vn N——
— oo
nAw}O n—roo
Ainsi :
In(u, In( 4
l'l(l/t ) — (Vn) +1
In(v,) In(vy)
——
—0

i L—o0t i 11 1 i i préce ‘(L) ~ (L) soi
Si L =07, on sait que ;- Y AVee o — oo, donc en appliquant ce qui précede on a : In <Mn> o In (w) soit

In(uy) ~ In(vy). [ |

» Exemple .5 Si on cherche 1’équivalent de In(tanx) au voisinage de 0, on peut par exemple écrire rapidement :

tanx

IMmm—m@+m<>

X

~1
< In(y
car In(x) — +oo et In (“424) — 0. .

X
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p) Larédaction estici un peu différente pour bien mettre en €vidence la point important de la méthode : forcer la factorisation
pour utiliser la propriété fondamentale du logarithme.

On a les méme résultats pour les fonctions :

Proposition .31 Pour deux fonctions f et g :
* Silim(f(x) - g(x)) = 0, alors exp(f(x)) ~ exp(g(x)).
* Si f et g sont deux fonctions strictement positives avec f(x) ~ g(x), et lim,_,, f(x) =L# 1,ona:In(f(x)) ~ In(g(x)).

X0 X0
Ce résultat est aussi valable si L = +oo.
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Lemme d’Abel et rayon de convergence
Reégularité de la somme d’une série entiere
d’une variable réelle

Développement en série entiere

Exercices

Calcul de DSE en utilisant des équations
différentielles

Etude de fonctions définies par une inté-
grale

Résolution d’un systeme avec paramétres

Passage d’un mode de représentation d’un
sev A I'autre

Révisions algebre linéaire

Exercices : Rappels et compléments d’al-
gebre linéaire

Fonctions génératrices

Rappels sur les polyndmes

EXercices Classiques sur Ies polynomes

4 — Séries entieres

I Lemme d’Abel et rayon de convergence

I.1 Définitions

Définition .1 — Série entiére. On appelle s€rie entiére de la variable réelle (ou
complexe) z associée a la suite (a,),cn la série de fonctions (Z anz”).

La suite (a,) est la suite des coefficients de cette série entiere.

% On généralise en fait ici la notion de série de fonctions, puisque maintenant on

considere une série de fonctions C — C (et non définie uniquement sur une partie
de R).
Les définitions sont les mémes :
— la convergence simple est la convergence de Y a,z" a z fixé,
— la convergence absolue est la convergence de Y |a,||z|" & z fixé,
— la norme infinie (norme de la convergence uniforme) || £, ||X sur une partie
X est:

1fallE = sup {13 (x

Pex}

(avec | f,(x)| le module)

— la convergence uniforme sur X est la convergence de ||R,||X vers 0, ie la

convergence uniforme du reste vers la fonction nulle,

— la convergence normale est la convergence de la série numérique ¥ || f;,[|X,
Une des rares différences est que 1’on ne peut pas dériver les fonctions f;, définies
sur C pour calculer leur norme infinie.

Sauf indication contraire, les coefficients (a,) sont une suite de complexes.

% Les séries enticres peuvent étre vues

— comme des séries de fonctions : ¢’est la série de fonctions (Y f;,) associée a
la suite de fonctions : f, : z+— a,z"
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— ou comme une généralisation des polyndmes (c’est un « polynéme de degré
infini »),
— ou encore comme une généralisation d’un DL (on pousse jusqu’a « 1’ordre
infini »).
4 . :
= Exemple I.1 La série ), pi est une série entiere.

2n+1
La série )’ — est aussi une série entiere associée a la suite (a,) définie par :
n!
0  sinest pair
YneN, a, =

% si n est impair et s’écritn = 2k + 1

0 si n est pair

@ si n est impair

Pour ces derniere séries, on parle de série entiere lacunaire : c’est une série entiere ou

certains termes sont nuls.
On peut aussi considérer des séries entieres définies a partir d’une suite (a,),>1

xn
Zn21 e [ ]
= Exemple 1.2 La série Z X" est une série entiére.
neN
La série Z cos(x)" n’est pas une série entiere.
neN
Lasérie ) (3x)" = Y 3"x" est une série entiere.
neN neN
La série Z V/x" n’est pas une série entiere, par contre la série Z (xz)n est une
. R neN neN
série entiere. .

% Une série entiere est une série de fonctions particulieres, dans laquelle le terme
général de la série est un monodme : x — a,x".

= Exemple 1.3 Considérons la série ) nx". En appliquant le critere de d’ Alembert, on
voit que cette série converge si x < 1. Si x > 1, cette série diverge grossierement. =

» Exemple 1.4 Considérons la série ), In(n)x". on voit que cette série converge si
x < 1, et diverge grossierement si x > 1. "

Lemme d’Abel

Théoreme |.1 — Lemme d’Abel. Supposons qu’il existe zg € C, tel que (a,zj) est
une suite bornée. On a alors :

VzeC, | |z] < 20| = Zanz” est absolument convergente

Démonstration. En effet,

Z n
—| =0
20 neo

janz"| = lan|[2]" = |anzg]
——

bornée
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n

Or la série Z
inférieur a 1).

On en déduit par comparaison des séries a terme général positif que la série Z |anZ"|
est convergente et donc que la série Zanz” est absolument convergente. |

est convergente (c’est une série géométrique de raison strictement

4
<0

% Ce résultat est tres particulier au série entiere : si la suite est simplement bornée
en un point, alors la série converge en tout point de module inférieur.
Le principe est qu’en diminuant un tout petit peu la valeur de |z|, on diminue
beaucoup la valeur de a,z".
D’ot I’idée de choisir la plus grande valeur (en module) ou la suite (a,z") est
bornée.

Définition 1.2 — Rayon de convergence. Soit Zanzn une série entiere.
Le rayon de convergence de cette série entiére est la borne supérieure de
I’ensemble des réels positifs p tels que la suite (a,z") est bornée.

R = sup {p eR* ‘ (a,p") est une suite bornée}

Par convention, si cet ensemble n’est pas bornée (ie si pour tout p € R, la suite
(anp™),cr est bornée), alors on pose R = +oo.

p) Lensemble { p € RT|(a,p") est une suite bornée} est une partie de R* non

vide (il contient 0). On peut donc parler de sa borne supérieure (éventuellement
infinie si cette partie n’est pas majorée).

Définition 1.3 Soit R le rayon de convergence de la série entiere Y a,7".
L’ensemble {z € C, |z| < R} est appelé disque ouvert de convergence.
L’intervalle | — R, R[ est I'intervalle ouvert de convergence.

Le cercle {z € C, |z| = R} (de centre O et de rayon R) est le cercle d’incerti-
fude.

p) On peutavoir R=0.
En conséquence du lemme d’ Abel, on a le résultat trés important suivant :

Proposition 1.2 Soit R le rayon de convergence de la série entiere Zanzn .

Alors :

* pour toute valeur z vérifiant |z| < R, la série Zanzn est absolument conver-
gente.
Autrement dit, a I’intérieur du disque ouvert de convergence, la série converge
absolument.

* pour toute valeur z vérifiant |z| > R, (a,2") n’est pas bornée.
Autrement dit, a I’extérieur du disque ouvert de convergence, la série Zanz”
diverge grossierement.
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Démonstration. Rappelons la définition de R :
R = sup {p cR*t ‘ (a,p™) est une suite bornée}

Soit z vérifiant |z| < R, on pose r = % (|z| + R), on a alors r < R et donc par définition
de la borne supérieure, on peut trouver p > r, tel que (a,p") est bornée.

On a donc |z] < p et (a,p™) est bornée. En appliquant le lemme d’Abel, on en
déduit que la série } a,z" est absolument convergente.

Soit maintenant z vérifiant |z| > R, par définition de la borne supérieur, on a : (a,z")
n’est pas bornée et donc la série Y a,z" diverge grossierement. |

Méthode :
* Si on trouve z tel que ¥ a,z" converge ou lima,z" = 0 ou méme simplement
neo

(an") est bornée, alors |z| <R,

* Sion trouve z tel que (a,z") n’est pas bornée, (a,z") ne tends pas vers 0, ou
méme que Y a,z" ne converge pas absolument c’est que |z| > R.

* Si on trouve z tel que Y a,z" converge mais Y. |a,||z|" ne converge pas (ie la
série converge mais pas absolument). c’est que |z| = R. Autre cas : si on trouve
z tel que ¥ a,z" diverge mais (a,z") est bornée (par exemple si elle n’est pas
grossierement divergente) c’est que R = |z|.

Un cas particulier fréquent est z = 1 (dans ce cas la suite (a,z") est simplement

la suite des coefficients (a,).

Prenons le temps de démontrer ce résultat pour bien comprendre la notion de rayon de
convergence :

Démonstration. Supposons qu’il existe z tel que (a,2z") est bornée, alors :
|lz| € {p € R+‘(anp”) est une suite bornée}

Comme R est un majorant de cet ensemble, on a |z| < R. Autrement dit, z est dans le
cercle de convergence. Cela s’applique au cas particulier ou lima,z"* = 0 ol encore
noo

Y a,z" converge.
Onavu:|z] <R = Y a,7" converge absolument. ainsi par contraposé :

Zanz” ne converge pas absolument —> |z| > R

ce cas s’applique en particulier si il y a divergence grossiere ou méme si (a,z") n’est
pas bornée.

Supposons qu’il existe z € C tel que Y a,z" converge mais Y |a,||z|" ne converge
pas On a alors : |z| <R (car Y a,Z" converge) et |z| > R (car Y. a,z" ne converge pas
absolument).

Supposons maintenant qu’il existe z € C tel que Y a,z" diverge mais (a,z") est
bornée On a de méme : |z| < R (car (a,z") est bornée) et |z| > R (car ¥ a,7" diverge).

[

% On peut donc séparer C en trois parties :
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— Lintérieur du cercle de convergence ou la série converge absolument,
— D’extérieur du cercle de convergence ot la série diverge grossi¢rement,

— le cercle d’incertitude sur lequel on ne peut rien dire.
o0
En particulier la fonction z — Z a,7" est définie sur le disque ouvert de conver-
n=0
gence, éventuellement en partie sur le cercle de convergence, mais pas au dela.

m Exemple 1.5 Pour o € C* fixé, le rayon de convergence de la série Za"z" est

- L
R= o ]
, . N 7 . o . 3n
= Exemple I.6 Pour la série entiere }_ 5=, on voit que pour z = 3;; la suite (W) est
bornée (puisque cette suite a pour limite 1), mais que la série } 5= diverge (puisque
son terme général tends vers 1).
Ainsi R =3. "

m Exemple 1.7 Pour la série entiere } 7", pour z =1, la série ) 1 diverge mais la suite
des coefficients (1),cn est une suite bornée. D’ott R = 1. .
. . : -1)"
= Exemple 1.8 Sia, = % alors on sait que la série Z u
n
n>1

est convergente sans étre

Zn
absolument convergente, donc le rayon de Z —estl.
n>1

L L. R N .
On peut aussi dire que pour z = 1, Z — diverge sans étre grossicrement divergente.
n>1
]
= Exemple 1.9 Pour la série entiere ) nz", on voit que si |z| < 1, alors par critere de
d’alembert, la série } nz" converge. Ainsi R > 1. De plus la série ) n diverge. Ainsi,
R=1. ]

R On trouve des premiers résultats : si (a,) est bornée, alors R > 1. Si ¥ a,, ne
converge pas, alors R < 1.

.3 Calculs de rayon de convergence
* Invariance
Commencons par les cas les plus simple :

* Les séries entiere Y a,z" et ) |a,|z" ont le méme rayon de convergence.

En effet, pour tout z € C, il est équivalent de dire que la suite (a,z") est bornée
et de dire que la suite (|a,|z") est bornée.
En particulier, les séries Y a,7" et ¥'(—1)"a,z" ont le méme rayon de conver-
gence.

* Si A € C* est fixé, alors les séries entieres Y a,z" et ). (Aa,)z" ont le méme
rayon de convergence.

En effet, on a pour tout z € C, la suite (a,A7") est bornée si et seulement si la
suite (a,z") est bornée.
¢ Si p € Nest fixé, les séries entieres ¥ a,z" et ¥ a,z"? ont le méme rayon de
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convergence.

En effet, pour tout z € C, la suite (a,2"?) = z(a,z") est bornée si et seule-
ment la suite (a,z") est bornée.

* Comparaison des coefficients

Plus la suite (a,) tends vers 0, plus il est facile d’avoir (a,z") bornée pour de grandes
valeurs de |z|. On a donc une premiere idée : plus la suite (a,) tends vite vers 0 (ou du
moins est bornée ou ne tends pas trop vite vers +oo), plus le rayon de convergence est
grand.

Proposition 1.3 — Rayon de convergence et comparaison des coefficients.
Soit Y a,7" et Y b,7" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et
Rp.

Ona:

» Sia, =0 (by), alors R, > Ry.

noo

e Sia, ~ b,,alors R, = Ry.
noo

En particulier, si Vn € N, |a,| < |by|, alors R, < R,.

% En conséquence du résultat sur les grand o, on a :

Sia,=o0 (b,),alors R, > Ry,
noo

car a, = 0. (by) = an =0 (by).

noo

Démonstration. Supposons a, =0 (by) et considérons p < Ry, et donc : (b,p"),en est
noo

une suite bornée.
Onnote M € Ret M’ € R tels que :

Vn e N,|b,p"| <M Vn € N,|a,| < M'|by|
On a alors :
Vi €N, |a,p"| = ZL |bup"| < M'M
n

Ainsi, (a,p")nen est une suite bornée et donc p < R,,.
On a donc obtenu :

Vp eR,pRy, = p <R,

En faisant tendre p vers R,, cela donne : Ainsi, R, > R;.
Le deuxieme point peut se démontrer simplement ainsi :

an ~ b, = a, =0 (bn) etb, =0 <a”>

noo noeo

Ainsi, R, 2 Rp et R, > R, d’ou I’égalité.

+ Dérivation et primitivation terme & terme
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Proposition 1.4 Les séries Y a,7" et } na,z" ont méme rayon de convergence.
D’une maniere générale, si a € R, alors Y a,z" et ¥ n%a,z" ont le méme rayon
de convergence.

% En conséquence les séries :

Zanzn Znanzn_] Znaﬁznﬂ Zn(n—l)a,,z”—2

ont méme rayon de convergence. Cela peut paraitre étonnant, car (na,) tends
vers 0 moins vite que (a,). Le rayon de convergence ne diminue pourtant pas.
On parle de dérivation et de primitivation terme a terme. Ces opérations conservent
le rayon de convergence. 1l s’agit d’une dérivée formelle (on dérive ici des fonc-
tions complexes).

Démonstration. Notons R le rayon de convergence de Y a,z" et R’ le rayon de conver-
gence de Y n%a,7".

Considérons p < R, on doit montrer que la suite (n%a,p") est bornée. Notons
r= #, si bien que r €]p, R]. on sait que (a,r") est une série bornée (par définition de

R). On a alors :
n
nanpn = <naf:n> (anrn)

Or, comme % < 1 la suite <n“’;—n> tends vers O par croissance comparée (la partie

géométrique I’emporte sur la partie polynomiale). On en déduit que la suite (n%a,p")
s’écrit comme une produit d’une suite qui tends vers 0 par une suite bornée, donc elle
converge vers 0 et elle est bornée.

On a donc montré que pour tout p < R, la suite (n%a,p") est bornée. On peut donc
en déduire que R’ < R.

Considérons maintenant p < R’

_ ptR

De la méme maniére, on note r = 55—, si bien que r €]p,R'[.

On a alors directement :
1" o
app” = (n“r” (l’l anrn)
C’est encore le produit d’une suite qui tends vers O (par croissance comparée) et
d’une suite bornée, on en déduit que la suite (a,p") est bornée. On a donc démontré que

pour tout p < R', la suite (n%a,p™) est bornée. On peut donc en déduire que R < R'.
Au final, on a bien R =R'. [ ]

% Reégle de d’Alembert
La régle de d’ Alembert permet de calculer directement le rayon de convergence
d’une série entiere, en utilisant le quotient du module de deux termes consécutifs.

R) Onrappelle le critere de d’ Alembert pour une série Y a, a termes positifs : si

. Apyl L. . . . ap41
lim =/ avec [/ < 1, alors la série converge, si au contraire : lim =1
ne @y, ne @,

avec [ > 1, alors la série diverge grossierement.
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Proposition 1.5 Soit Y a,z" une série enticre dont les coefficients sont non nuls a
partir d’un certain rang. On note son rayon de convergence R.
|an+1|

On suppose que la suite converge (ou tends vers +o0). On note :

||

llm |an+1‘ _l

= éventuellement [ = +oo.
=2 |an|

On a alors :

e si/ =0, alors R = +oo,

* sil €]0,+oof, alors R =},
® Sil = +oo, alors R =0.

Ce résultat est important : il permet de donner le rayon de convergence d’une série
enticre directement. C’est quasiment le seul résultat qui permet cela.
|an+l ‘
||
On a donc un probléme pour les séries lacunaires, qu’il faut traiter différemment.
Pour une série lacunaire, il faut revenir au critere de d’ Alembert pour les séries
(a z fixé donc) pour savoir si il y a convergence absolue.

% Cela ne permet de conclure que lorsque

converge (ou tends vers +oo) !

Démonstration. Pour z € C, on utilise la régle de d’ Alembert pour la série Y a,z". Le
quotient de deux terme consécutif est :

1
ant12"" nil

Iz|

an?" n

On suppose [ =0, on considere z € C,on a:

|z[ =0.

. . ap+1
Y a,z" converge absolument puisque lim ‘ -
ne | ay,

Ainsi, la série entiere Y a,7" est absolument convergente pour tout z € C et donc
R = oo,

On suppose maintenant que [ > 0 et on considere z € C, vérifiant |z| < % On a alors
le méme argument :

n+1

Zanz" converge absolument puisque lim‘a Iz = |z]l < 1.
nes | a,

Ainsi, la série entiere Y a,z" est absolument convergente, donc |z| < R et on a donc
montré :

1
vZeC,|z|<7 — |zl <R

etdonc:R > %
Si maintenant 7 > %, alors :

. .| an+1
Zanz” ne converge pas absolument puisque hm'H‘ |z = |z]l > 1.
ne | ay,
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Ainsi, la série entiere Y a,z" est grossierement divergente et donc de méme : R < % On
a bien trouvé : R = %
Dernier cas, si [ = +oo, considérons z € C*,ona:

Ant1 12| = oo,

Zanz” ne converge pas absolument puisque lim‘
noo n

Ainsi, la série ) a,z" diverge pour tout z € C*. Le rayon de convergence est 0. |
m Exemple 1.10 On obtient le rayon de convergence des séries suivantes :

Y nla" (R =0) Y (R=1) Z%x’l (R = o)

Notons qu’avec les résultats précédents, les séries suivantes ont pour rayon de conver-
gence 1 :

n 2.n 1
an Zn X an”

= Exemple I.11 Le rayon de convergence de ). 352" est 3 car :

nE13 a1l
3l o p413 ne 3

Méthode : pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiere, on comment
par regarder avec le critere de d’alembert : on fait le quotient de deux coefficients
successifs (en module ou valeur absolue) et on regarde si cette quantité admet une
limite.

Si la série est lacunaire, on peut faire pareil mais en fixant z. On considere z
fixé, et on regarde si la série ) a,z" converge en faisant le quotient de deux termes
successifs (en module ou valeur absolue). On obtient alors un résultat du type : si
|z] < T, alors on est sir que la série converge, si |z| > T, alors on est sir que la série
diverge (généralement on n’a pas la réciproque). Cela suffit a démontrer que R =T.

I Attention, la regle de d’ Alembert n’est pas une équivalence : ¢’est uniquement
dans le cas ou I’on sait que le quotient de deux termes consécutifs converge que
I’on peut Iutiliser.

= Exemple .12 Pour une série lacunaire :
Z3n
on considere z € Cx fixé, et on utilise le critere de d’alembert (sur les séries numériques)
pour savoir si il y a convergence absolue. On calcule donc :
on y 3n on y 3n |Z|3

~ e T
73n 2nt1 4 3ntl peo 3

Z3n-&-l

2n+1 + 3n+1

3
Si % < lie |z| < v/3, la série converge, si |z| > v/3, la série diverge. C’est I’application
du critere de d’alembert sur les séries numériques. On en déduit que R = v/3. "
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+ Somme de deux séries

Proposition 1.6 Soit Y a,7" et} b,7" deux séries entieres de rayon de convergence
respectifs R, et R;,.

On note R le rayon de convergence de la série entiere Y (a, + by, )7".

On a alors : R > min(R,, Ry). Plus précisément, si R, # Rp, R = min(R,, Rp).
De plus :

+oo +oo +oo
VzeC, (\z| < min(R,,Ry) = Z (an+by)7" = Z a, 7" + Z b,,z”)
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Considérons un réel positif r < min(R,, R}), alors (a,r") et (b,r") sont
deux suites bornées et donc ((a, + b,)r") est une suite bornée. On peut donc écrire
r<R.

Ainsi, pour tout r vérifiant r < min(R,,Rp), ona: r < R et donc R > min(R,,Rp).

Supposons maintenant que R, < R;. Considérons r €]R,,Rp[. On a alors : (a,r")
n’est pas bornée et (b,r") est bornée.

Montrons rapidement par 1’absurde que ((a, + b,)r") n’est pas bornée. En effet,
dans le cas contraire, on écrit a,r"" = (a, + b,)r" — b,r" est bornée comme somme de
suites bornées et donc la suite (a,r") est bornée, ce qui est une contradiction. Ainsi,
((an+by)r'") n’est pas bornée et donc r > R. Comme r est quelconque dans |R,, R,[ on
fait tendre r vers R, et on en déduit que R > R,. D’ou I’égalité dans le cas ot R, # R).

Le dernier point est simplement la conséquence de la linéarité de la somme de
réels. |

#% Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Définition 1.4 Soit Y a,z" et ¥ b,7" deux séries entiéres.
Le produit de Cauchy de ces deux séries entieres est la série entiere Y ¢,z"
avec :

n n
VneN, ¢, = Zakbn,k: Zan_pbp: Z ajb;.
k=0 p=0 i+j=n

% Le produit de Cauchy est donc :

£ ((£e)

On retrouve bien siir cette définition en écrivant :
<a0+a1z+azz2+a3z3 +) <b0+b1z+bzz2+b3z3 +)

=aogbo + (a0b1 +a bo)Z -+ (aobz +a1by + azbo)Zz
+ (aobs + ayby + axby + azbo)z> + ...

En particulier dans le cas d’un produit de séries de la forme Z ap?" Z bn7"
n=ng nz=ng
on adapte facilement cette définition.

C’est bien stir la méme définition que pour les séries numériques.
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Proposition |.7 On considere deux séries entieres Y a,z" et Y b,z" de rayon de
convergence R, et R, respectivement.

On note Y ¢,z" le produit de Cauchy de ces deux séries entieres et R le rayon de
convergence de cette série enticre.

On a alors : R > min(R,,Rp).

De plus :

+oo +oo IS
vz e C, <\z| < min(R,,Ry) = Z 7 = <Z anz") (Z anz”> )
= n=0

n=0 n=0

Démonstration. considérons z € C vérifiant |z| < min(R,, R). Alors les séries Y a,7" et
Y b,z" sont absolument convergente, donc le produit de Cauchy Y b,z" est absolument
convergent, donc |z| < R. Ainsi :

Vz € C, |z| < min(R,,Ry) = |z| <R

et donc R > min(R,,Rp).
L’ égalité provient aussi du résultats sur les séries numériques de Cauchy. |
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Pour pouvoir dériver, on va restreindre les séries entieres a leur intervalle de conver-
gence | —R,R|.

# Convergence normale sur tout segment de l'intervalle de convergence

Proposition Il.1 Soit (Z a,,z”) une série entiere de rayon de convergence R.

La série de fonctions (Z a,,x") converge alors normalement sur tout segment de
| —R,R].

En conséquence, la série de fonctions (Z anx”) converge uniformément sur tout
segment de | — R, R|.

Démonstration. On constate tout simplement que pour toute valeur de A < R,on a :
Vz € [-A,A], |anZ"| < |a,A"| et la série ) a,A" converge car A < R.

Ainsi, on a convergence sur tout segment de la forme [—A,A] avec A < R, donc sur tout
segment de | — R, R|. [

# Continuité

Proposition 1.2 Soit ¥ a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Alors la
o0
fonction x — Z ax" est continue sur | — R, R].
n=0
Si I’on considere cette fonction comme une fonction définie sur C alors elle est

continue sur le disque ouvert de convergence < z € C||z| <R ¢.
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Démonstration. C’est une conséquence de la convergence uniforme sur tout segment :
les fonctions z — a,7" sont continues sur | — R, R], donc la somme I’est.

On admet que c’est aussi valable pour les complexes sur le disque de convergence.

|

% Primitivation d’une série entiére
Proposition 11.3 Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et
S:ix— i a,x".
Comr;:eoon I’a vu la fonction S est définie et continue sur | — R, R|.

Une primitive de S est alors la fonction :
= oan
X—> X'
Z n+1

Précisément, il s’agit de la primitive nulle en 0.
On peut ainsi écrire :

x 10 IS

a
Vx € —R,R,/ Wdr =Y —
x €] L/ ng,oa Y=

n=0

% C’est un résultat d’échange entre le symbole intégrale et le symbole somme. On
peut intégrer terme a terme a ’intérieur de I’intervalle ouvert de convergence.
Pour les primitives qui ne sont pas nulles en 0, ne pas oublier le premier terme !

Démonstration. C’est une conséquence de la convergence uniforme sur tout segment :
soit x €] — R, R[, alors il y a convergence sur le segment [0,x], on a donc :

X oo —+oo X oo an
/ Y aut"dr = Z“n/ fdr =Y X
0 7=0 n=0 /0 im0t 1

% Dérivation d’une série entiere
Commencons par la premiere dérivée :

Proposition 1.4 Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit
o0
Six— Z a,x" qui est donc définie sur | — R, R|.
n=0
Alors la fonction S est dérivable et :

~+co
Vx€]—R,R[, S'(x) =) nax" !
n=0

Démonstration. En effet, si on note f, : x — a,x", alors f, est dérivable et f] : x —
na,x"~1. On a vu que la série ¥ f/ converge uniformément sur tout segment de | — R, R|
et que la série ¥ f,, converge simplement sur | — R, R[. On en déduit que la fonction S
est dérivable et I’expression de §'. |
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On généralise ensuite au cas des dérivées successives :

Proposition 1.5 Soit ) a,z" une série enticre de rayon de convergence R > 0. Soit
o0
Sixr— Z anx" qui est donc définie sur | — R, R].
n=0
On a alors :
* La fonction S est de classe € sur | — R, R|.
* Pour tout k € N*, la dérivée k-ieme de S s’obtient par dérivation terme a

terme :

Vx €] —R,R[,SM (x) = Z ————aux

¢ Pour tout entier naturel £, on a : q; =

% Ainsi, on peut dériver termes a termes une série entiere sur I’intervalle ouvert de
convergence.

Démonstration. C’est une conséquence de la convergence uniforme sur tout segment
de toutes les séries dérivées terme a terme.
Considérons k € N*, on sait alors :
« les fonctions f,, : x — a,x" sont de classe €* (puisqu’elles sont de classe €*).
* Pour tout j € [0,k — 1], 1a série entiere :

(/) : n! n—
f ie ——ax"/
ng\l ! y;,-(”*])! "

a pour rayon de convergence R elle converge donc uniformément sur tout segment
de | — R, R], en particulier elle converge simplement sur | — R, R[.
* La série enticre :
. n! -
Z f,gk) ie Z — ax"*
neN n=>k (n - k) :
a pour rayon de convergence R elle converge donc uniformément sur tout segment
de | —R,R].
On applique donc le résultat sur I’échange de la dérivation k-ieme et le symbole Y, qui
donne que S est de classe €%, et que

n! n—k
Vx 6] R R Z a,l = meanx

En prenant la valeur en 0, on obtient 1’expression de a.
Enfin, comme k est quelconque, on en déduit que S est de classe €.
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Il Développement en série entiére

Dans cette section, on considere le point de vue inverse : on part d’une fonction f
et I’on cherche a I’écrire comme une série entiere.

IIl.1  Fonctions développables en série entieére

Définition 1ll.1 — Fonction développable en série entiére. Soit r > 0 (éventuel-
lement infini). Une fonction f, définie sur un intervalle / contenant | — r, 7| est dite
développable en série entiére sur | — r, r| si il existe une série entiere ¥ a,7"
de rayon de convergence R > r, telle que :

Vx €l —nr], f(x)= Jioanx”.
n=0

% Ainsi, une fonction est développable en série entiere si elle s’écrit comme un
« polyndme de degré infini » sur | — r, r].
Si f est DSE sur | — r, r][, alors elle est DSE sur | — a,a[ pour tout 0 < a < R, on
prend donc le a le plus grand.
Le fait d’&tre DSE est toujours sur un intervalle ouvert centrée en 0, ie de la
forme | —r, r[.

R) On écrit parfois « est DSE » a la place de est développable en série entiere.
Comme toutes les abréviations il ne faut pas les faire apparaitre dans une copie.

= Exemple lll.1 On a vu que :

1 =
vxel—1,1 =Y
€= L, I—x n;
Ainsi, la fonction x —» L est développable en série entiere sur | — 1, 1[. .

Si une fonction est développable en série entiére sur | — r, r[, elle est nécessairement
de classe € sur | — r, r[. Parfois on proceéde différemment et on montre que f est de
classe ¢ en montrant qu’elle est DSE.

= Exemple IlIl.2 Considérons la fonction :

; Hﬁ{ﬁ@ six#£0
X

1 six=0

En admettant la relation (que I’on va voir plus tard) :

+oo x2n+1

Vx € R, sin(x) = ;)(_1)nm

on obtient :

+oo 2n

Vx € R*, f(x) = Zb(_l)n@nxﬂ)!
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En regardant la valeur en 0, on constate que cette relation est aussi valable en 0.
On obtient donc :

o0 2n

WxeR, f(x)= ;)(l)n(anH)!

et donc f est développable en série entiere sur R.

On en déduit en particulier que f est de classe €. "
, , /()
Comme on I’a vu, dans I’écriture f(x Z a,x",on saitque Vn € N, a, = —
= n!

D’ou la définition suivante :

Définition 111.2 — Série de Taylor. Soit f une fonction de classe ¢’ sur un intervalle
| —rr[avec r > 0.
) ,

%

On appelle série de Taylor de f la série entiere Z '
n!

neN

Avant de développer une fonction en série enticre, on doit vérifier que ce dévelop-
pement est unique.

Proposition Ill.1 — Unicité du développement en série entiére. Soit (Y a,x"),en
et (Y bpx")nen deux séries entieres de rayon de convergence R, > 0 et R, > 0.
Si il existe r > 0, avec r < min(R,, R) tel que :

oo oo
Vx €] —rr], Z apx" = Z Dot
n=0 n=0

alors : Vn € N, a, = b, (ie les deux suites sont égales).

I Attention, il faut » > 0, autrement dit I’égalité doit avoir lieu sur un intervalle
non réduit a un point.

Démonstration. 1l'y a deux démonstrations. La premiere fait le lien avec les DLs : on
oo

note f: x+—> Z anx" cette fonction est définie sur | — r,7[ (au moins). On a alors :
n=0

VmeN, f(x Zanx 4t Z a1

n=m+1

—Zanx—i— o (X).

x—>0

on peut aussi écrire :
Vm e N, f(x) Z byx" + 2, x").

Par unicité du DL : Vm € N,Vn < m, a,, = b,, d’ou le résultat.
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La deuxieme fait le lien avec Taylor : on a vu que la fonction f est de classe € sur
| — r,r[ (au moins) et que les coefficients sont données par les dérivées successives en
0:

vn e N, a, = n!f"(0) et donc b, = n!f"(0) donc a, = b,

D’ou le résultat.
[ |

Corollaire 1ll.2 En conséquence, si f est développable en série entiere sur | — r, |,
alors ce développement est sa série de Taylor.

Autrement dit : si f est DSE sur | — r, r[, alors la série de Taylor a un rayon de
convergence R > ret:

+oo p(n) 0
veel -, £ = Y O
n=0 :

% Tout polyndme est développable en série entiere sur R : il est lui-méme une série
entiere. Si une fonction est DSE et est égale a un polynome, alors son DSE est ce
polyndme.

11 existe des fonctions non nulle de classe € telle que Vn € N, (") (0)=0.

Une telle fonction est x — e_x%. Ainsi, cette fonction ne coincide avec sa série de
Taylor qu’en 0, pourtant cette série de Taylor a pour rayon de convergence +oo. Elle
n’est pas développable en série enticre.

On peut aussi trouver des fonctions dont la série de Taylor a pour rayon de conver-
gence 0.

De plus, il est tout a fait possible que la fonction et la série coincide sur | — r, 7[, mais
soient différentes ailleurs. Comme exemple artificiel, on peut prendre x — min(x?, 1)
qui coincide avec x? sur | — 1, 1] et pas ailleurs. En modifiant un peu cet exemple, on
peut construire une fonction de classe ¢, dont la série de Taylor est x?, mais qui est
égale a sa série de Taylor que sur | — 1, 1[. Le principe est que ’on peut modifier (avec
des partitions de I’unité), la fonction f «loin » de 0, sans toucher au comportement en
0, et donc sans modifier la série de Taylor.

On peut expliquer cela ainsi :

* si deux polyndmes coincident sur | — r, [ avec r > 0, alors ils sont égaux,

* si deux séries entieres sont égale sur | — r, 7| avec r > 0, alors les séries entieres

sont les mémes,

* mais si deux fonctions de classe ¢ sont égales sur | — r, r[, alors elles peuvent

étre différentes pour x « loin » de 0.

% Autre conséquence de I’unicité : le développement en série entiere d’une fonction
paire (si il existe) n’est constitué que de mondme pair, le développement d’une
fonction impaire n’est constitué que de mondme impair.

% L’unicité du DSE sert aussi lorsqu’on utilise un équation différentielle.
On a les liens entre opérations sur les fonctions et développement en série en-
tiere :
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Proposition lll.3 Si f et g sont des fonctions développables en série entiere sur
| —r,r[, alors f+g, Af et fg sont développables en série entiere sur | —r, r[.

Si f est développable en série entiere sur | — r,r|, alors toutes ses dérivées
successives et toutes ses primitives sont développables en série entieres sur | — r, r|.

Démonstration. C’est des conséquences directes de ce que ’on a vu sur les séries
entieres.
Pour la somme, on a :

Vxe€l—nr[, f Zanx”etg be”
=0

donc R, > r et R, > r. Ainsi, la série entiere Z(an + b, )x" a un rayon de convergence
R>retona:

~+oo

Vxel=nrl, Y (an+ba)x" = f(x) +g(x) = (f +8)(x)

n=0

Ainsi, f+ g est DSE sur | —r, r].
Pour le produit c’est la méme idée : on note ¢, = Y.j_, axb,—, et on sait que la série
enticre (Z cnx”) a un rayon de convegence R > r avec :

vre]— zcnx— Je() = (f)(x)

Ainsi, fg est DSE sur | —r,r].
Pour A f c’est évident :
~+oo
Vx €] —rnr], Z (Aan)x" = (A f)(x)

n=0

Si on considere un entier p € N, alors on sait que I’on peut dériver la série enticre
sur I'intervalle ouvert de convergence, ainsi :

! g k
Vxe€|l-nr[, f Zan ""—Zakﬂ, +p)

et donc f(P) est DSE.
Pour les primitives, on a vu que la primitive S qui s’annule en O est :

& oa
_ _ n ot
Vx €] —R,R[, S(x) r;)n+1x" .

Ainsi, S est DSE sur | — r,r[, et les autres primitives (qui sont égales a S plus une
constante) aussi. [ |
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Méthode : Pour montrer qu’une fonction f est DSE sur | — r,r[ et donner son DSE,
on peut :
* trouver la suite a, telle que Y a,z" a un rayon de convergence R avec R > r et
telle que

Vel-nr], f Zanx

cette série entiere est nécessairement la série de Taylor, on peut écrire : Vn €
() (0
N, a, = L200)

n— nl
Attention : on ne peut pas simplement calculer la série de Taylor puis regarder
1

le rayon de convergence de cette série (contre-exemple : x — e 2.

A ()

11 faut vérifier que pour x €] — r, r[, la série ) _
(il faut donc prouver la convergence simple et(ia valeur de la somme).
Cela est rarement possible (sauf pour la série géométrique pour laquelle on
a la valeur de la somme). Une des seules méthodes directes et d’évaluer la
différence entre la somme finie et la valeur de f(x) en utilisant Taylor avec
reste intégral.

* utiliser des résultats de somme / produit / dérivation / primitives.
La difficulté vient souvent du produit : on peut montrer que f est DSE en
I’écrivant comme un produit de fonctions DSE, mais cela ne permet pas
de calculer effectivement le DSE (le produit de Cauchy est trop difficile a
manier).

* une autre méthode explicitement au programme est la suivante : utiliser une
équation différentielle vérifiée par la fonction.

x" converge vers f(x)

% Si f est DSE sur | — R, R[, alors on peut facilement, vérifier que x — f(x?) est
DSE : il suffit d’écrire :

Ona:Vxe]—R,R[,f(x):ioanx"dochxe] VR, VR|, f Zanx

n=0

Idem pour x — f(x*). Par contre, on a pas de résultat sur x — f(x+ 1), car la

relation :
~+o0
Vx€]—R+1,R—1[, f(x) = Z ay(x+1)" n’est pas une série entiere !
n=0
Idem pour x — f(\/x).

L autre résultat est le suivant : si f est DSE sur | — R,R], alors pour @ > 0
x> f(ax) est DSE sur | — £ &1 Icj encore, il suffit d’écrire :

Ona:Vx€|—R,R], f Zanx donc Vx €] —

Q\Rﬂ
Q\?ﬁ

~+o0
ox) = Z a, o' x"
n=0

La méme technique permet de montrer que si f est DSE sur | — R,R], alors
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x+— f(—x) est aussi DSE sur | — R,R| :
oo +oo
Ona:Vx €] —R,R[, f(x) =Y a" doncVx€]—R,R[,, f(—x) =Y a,(—1)"x"
n=0 n=0

= Exempile Ill.3 Montrons que les fonctions x — arcsinx et x — arccosx sont DSE sur

]_171['
On va voir que u — ﬁ = (1+u)"2 est DSE sur | — 1, 1[. On écrit donc :
1 p
Vuel-1,1], —— =) au"
! | V1+u n;)

En remplagant u par —x2, et en vérifiant que x €] — 1,1[ == (—x?) €] —1, 1] on obtient :

1 o
Vxel—1,1], —— = Y a,(—1)"x*"
Ainsi, x — —1— est DSE sur | — 1, 1] donc ses primitives aussi. Ainsi : x — arcsin(x)

V1—x2
est DSE.

On integre pour trouver le DSE :

+o0
Vx €] —1,1], arcsin(x) =arcsin(0) + Z (—1)”Lx2n+l
n=0

2n+1
arccos(x) =arccos(0) — f (—1)"Lx2’”rl
) 2n+1

IIl.2 Développements en série entiére des fonctions usuelles

Il faut connaitre les DSE et le rayon de convergence. Les premiers termes corres-
pondent au développements limités.

% Série géométrique
La fonction x — ﬁ est développable en série entiere sur | — 1,1[ puisqu’en
étudiant la convergence des sommes partielles, on a obtenu :

1 =

Vx €] —1,1], =) X

Remarquons que cette fonction est définie sur R\ 1 et DSE que sur | — 1, 1].
On en déduit aussi que la fonction x — ﬁ est DSE sur | — 1, 1] avec :

Veel - LI = ¥ (1)

1+x )
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On obtient ainsi, les égalités suivantes en dérivant la série géométrique pour x €
] - 17 1[ :

Loy
= xl’l
1—x ot
=) nx"
(1 —x)2 n=1
= = z_: n(n—1)x"

o0
= :r;n(n— D(n—2)x""3

* Logarithme

On a vu que I’on peut intégrer un DSE, on obtient alors que x — In(1 4 x) est
DSE sur | — 1, 1], avec :

oo +1
n+1 xn

e LI I+ = Y (-0 Z %”

# Arctangente

On repart de la série géométrique de raison —x? :

1 =
Vx 6] — 1, 1[, m = Z(—l)nxzn
n=0

] —1,1], et donc sa primitive x — arctan(x)
est aussi DSE sur | — 1, 1]. On obtient :

Vx €] —1,1], arctan(x) = f (=D"

2n+1
S o+l

p) Lafonction arctangente est donc définie sur R mais DSE seulement sur | — 1, 1[.

Méthode : Pour montrer qu’une fonction est DSE et calculer son DSE, on peut
regarder sa dérivée. Si on arrive a écrire sa dérivée comme une série entiere de rayon
non nul, il suffit d’intégrer. Attention a ne pas oublier le premier terme.
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% Exponentielle, cosinus et sinus hyperbolique
Pour I’exponentielle, on utilise Taylor avec reste intégral.

n
édt

nxk X
X —
VxeR,VneN, e _lc—Z()k!+/()

On fixe donc x € R, et on montre que le reste tend vers O lorsque » tend n vers oo,
On sépare les cas x > 0 et x < 0, pour intégrer dans le sens naturel.
Soit donc x € R}, on a alors :
Y (x—1)"
= / ( ) edt
0 n!

noxk T (x—1)" t

k=0
o /x (=0 [ et
o n (n+1)! ],
1
éedet%O
(n+1)!

Ainsi la série a x > 0 fixé Z — converge vers e*
On traite aussi le cas ou x < 0 (il faut faire attention a I’ordre des bornes de

Iintégrale) :
n .k X — )" 0 AT
= / L )etdt = / L )etdt
0 n! X n!

X
_ZE

k=0
1 /0 o TE—x)! 0
<a | (t—x)"dt = [(n—i-l)! ]
<(n—|}l).( il

On peut donc écrire :

+oo . n

Ainsi, x — ¢ est DSE sur R et on a la valeur du DSE.

Méthode :pour montrer qu’une fonction est DSE, on peut utiiser la formule de
Taylor avec reste intégral : on fixe x €] — r,r[ et on fait tendre n vers +co.

On montre alors, par majoration, que le reste tend vers 0 (lorsque » tends vers
+00). On en déduit que la série de Taylor converge simplement vers f(x).

En utilisant la linéarité, on en déduit : que

X —X
x+—ch(x) = % est DSE sur R
avec :
oo x2n
Vx € R, ch(x) Z )]
n=0
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En effet, pour x e R :

ch(x) :% (é:: + Xj}(—l)"::)

1 x"
== 1+(-1)")—
PIENCIE
+oo X"
n=0 n!
n pair
—+oo x2n
_n ‘" (2n)!
De méme :
X
x+—sh(x) = est DSE sur R
avec :
too 2+l
Vx € R, sh(x) = —_—
*€R, sh(x) n;)(znﬂ)!

% Cosinus et sinus

On peut montrer que les fonctions cosinus et sinus sont DSE sur R avec :

( oo x2n
Vx eR, cos(x) =) (—1)"
n;) (2n)!

+oo x2n+l

Vx € R, sin(x) = ;)(_l)nm

On peut procéder de plusieurs manieres :

* par la formule de Taylor avec reste intégrale.

« en utilisant le DSE de x — ¢™ et en prenant la partie réelle et imaginaire.

* en utilisant une équation différentielle.

Pour la formule de Taylor, on fixe x € R, et on écrit le reste a I’ordre n de la formule
de Taylor :

/Ox (x—‘t)" cos (x—i— (n+ l)g) dt

n:

Pour x > 0, on écrit alors :

/Ox (x _'t)n cos <x+ (n+ 1)%) dt

n.

Y (x—1t)"
=
o n!

X _tn n+1
</ (x=1) di=>— 0
0 n! n+1

cos <x+(n+ l)g) ‘dt
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etpourx <0:

/Ox (x ;!t)n cos <x+ (n+ 1)%) dt

/xo (x ;!t)n cos (x+ (n+ 1)%) dt

0(t—x)" T
</x T |cos (x+(n+1)§>‘dt
</O (t_x)ndt: (_x)nJrl 0
Shon! n+1

Le reste tend donc vers 0, donc la série de Taylor converge vers la fonction. Ainsi,
x +— cos(x) est DSE sur R.
L’ autre méthode consiste a admettre la relation :

e i)k
VreR, =Y —(lx')
= k!

On a alors pour x € R :

1. .
cos(x) =5 (" +e™)
LS O a k
—— g 1
(B g
= I —
i~ K
k pair
—f(—l)k 2k
= (2k)!

La méthode avec les équation différentielles consiste a considérer la fonction
x +— cos(x) est I’'unique solution du probléeme de Cauchy suivant :

y'+y=0avecy(0) =1ety(0)=0

oo 2k
N ‘o s Z
Pour montrer que x — cos(x) est DSE sur R, on considere la série entiére : Z (—1)* 201
k=0 :
dont le rayon de convergence est infini (par d’ Alembert). Ainsi, on peut considérer la

fonction :

+oo 2k
g:x+— Y (—1)"—= définie sur R
kg’) (2k)!
On dérive :
/ f a2k
VxeR, g(x)=) (1) ——~
= (2k—1)!
, oo a2 oo , x . .
g (x) :];2(—1) k=2 = kgb(—l) 201 apres chgt de variable

comme g(0) =1 et g'(0) =0, g est aussi solution du méme probleme de Cauchy donc
g est la fonction cosinus, ce qui donne le résultat.
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% Fonction puissance
Soit o € R, alors x — (1+x)% est DSE sur | — 1,1, avec :

o(oc—1) , ala—1)(a—2) 4

Vae] = L (1420 =1 ot —— 2 + 2 .
_|__H+O‘(O‘—1)(a—2)((j61!—3)...(a—n+1)xn
—1+Z (o — 2)((?61!—3)...(06—11—!—1))("
1(Oc k)

n
_1+Z

% Avec la convention qu’un produit vide vaut 1, on a :

Vxe]—1,1[, (1+x)% ;Z‘” ae—1)(@=2)(@=3)...(a-ntl) ,

n=

0
y Hco(@—b),
) n!

n

n!

Si o est un entier (et donc (1 +x)% est un polyndme donc son propre DSE), alors

cette formule est celle du bindme de Newton.

Hk 0( )

Le terme : est ’équivalent de

o! _ (n)
nl(a—n)! &7
% Ici encore, on peut prouver ce résultat avec la formule de Taylor avec reste
intégrale (en exercice).
Pour les cas oo = % et = 2, on a des formules explicites avec le produit des

nombres pairs et impairs (en exercice).

Démonstration. Une preuve simple consiste a utiliser une équation différentielle véri-
fiée par f : x +— (14x)%. On constate en effet que :

vxel =L ) =a(l+0)" " = “({ﬁ)

d’ou le fait que f est solution de 1’équation différentielle linéaire (a coefficients non
constants) :

a
14+x

(E)  Y—=—y=0

On admet que (E) admet une unique solution vérifiant y(0) = 1.
Ainsi, f est cette unique solution.
On considere maintenant la série entiere :

(a—3)...(a—n+l), i

1—}-2 OC n‘— 2 —Zunz
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On regarde le rayon de convergence de cette série en faisant le quotient de deux termes
consécutifs (en valeur absolue) :

junia| _lot(a—1)(a—2)(@=3)...(@—n+1)(@—n)| n!
4] la(o—)(a—2)(a—3)... (a—n+1)] (n+l)!

o —n]
= ——1
n+1 n—sdoe

d’ou R = 1. ainsi, la fonction :

o(c—1)(aa—2)(a—3)...(a—n+1)
n!

x"

oo
gixr—r 14+ )

n=1
est de classe € sur | —1,1[. Or:

S o(o— 1)(05—2)(0:—3)...(05—n+l)xn_1

vael-1,1[, g'(x) = (n—1)!

S
—_

On calcule donc pour x €] — 1, 1] :

(1+x)g _*E 05—2()}501;)3!)...(05—11—1—1))6"1

S afo—1)(e—=2)(o—3)...(a—n+1

Ly (a—1)(a—=2)(a=3)...(a—n+1)
= (n—1)!

(on sépare en deux sommes convergentes)

(a— 2)(a—3)...(a—n+1)((x—n)xn

72 n!

& o(a—1 -2)(¢—=3)...(x—n+1
+,§1< oot )

chgt de variable dans la premiere somme

—OC—i—Z (a—2)(¢—3)...(a—n+1)

n!

L <1+Z (00— 2)(3!—3)...(a—n+1)xn>

=ag(x)

x"

X" ((¢—n)+n)

Ainsi, g est aussi solution de (E). De plus on a aussi g(0) = 1. Donc g = f ce qui
s’écrit :
Ealfa—1D(a-2)(a—-3)...(a—n+1
xel— L1, f) =14y HeD@=2(@=3). . (a-n+])

n=1

X"

n!
[ |

= Exemple IlIl.4 On peut par exemple appliquer avec @ = % (en introduisant le produit
des nombres pairs et impairs). "
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Méthode : Pour montrer qu’une fonction f est DSE, et calculer son DSE, on peut
utiliser une équation différentielle.

Pour cela, on trouve un probleme de Cauchy (ie une équation différentielle
linéaire et une condition initiale) dont la fonction f est solution.

On considere alors la série de Taylor, notée g. On vérifie que g a un rayon de
convergence non nul, et que g est aussi solution du méme probleme de Cauchy. Par
unicité de la solution, on a f = g.

Parfois, on procede différemment :

* on montre que f est DSE comme un somme/ produit / dérivée / primitive, sur

|—rr[avecr >0

—+oo
* on trouve les coefficients de la série entiere, en remplagant f(x) par Z apx"
n=0

on trouve alors une relation sur les coefficients (en utilisant 1’unicité du DSE).
REM : il est parfois plus facile de commencer par remarquer que f est paire
(resp. impaire) et donc d’écrire :

oo foo
flx) = Z a,x" resp. f(x) = Z apx it
n=0 n=0

On peut aussi regarder la valeur de ag, a; pour vérification.

* On en déduit alors les coefficients (a,), souvent en faisant une récurrence.

* On vérifie ensuite que le rayon de cette série entiere est strictement positif
(obligatoire) et égal a r.

* On a alors par unicité du probleme de Cauchy :

Vx €|l—nr|, fx)= f anx"
n=0

.3 Extension au cas de la variable complexe

Dans le programme, il y a deux séries de la variable complexe a connaitre : la série
géométrique et la série exponentielle.

Définition 111.3 Pour z € C, on définit la série géométrique par ¥ 7.
Cette série enticre a pour rayon de convergence 1 eton a :

+oo 1
vz e C, <l = "=
z |z n;)z =2

On peut donc formellement dériver la fonction de la variable complexe z — ——.

-z
Cette dérivée est formelle et n’est pas la limite du taux d’accroissement.

- P L , 7"
Définition 114 Pour z € C, on définit la série exponentielle par ) .
n.
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Cette série entiere a pour rayon de convergence oo et on pose :

VzeC, exp(z) = ) —

% C’est en fait la définition de 1’exponentielle sur C (puisque ce n’est pas la réci-
proque de la fonction logarithme). A partir de cette définition, on peut retrouver
toutes les propriétés de I’exponentielle et des fonctions cosinus et sinus.

% Il arrive souvent que I’on utilise ces DSEs sur C pour retrouver des DSEs de
fonctions réelles (comme on I’a fait pour la fonction cosinus).
En utilisant le produit de Cauchy de deux séries entieres, on a :

Proposition Il1.4 On a :
¥(z,7) € C, exp(z+7) = exp(z) exp(?)

Démonstration. On fixe z € C, et comme les deux séries sont absolument convergente,
on peut utiliser le produit de Cauchy :

exp(z)exp(Z) = <+i f::) (f f:)

n=0 n=0
+o n Zk Z/"_k
= — produit de Cauchy
r;) k;) k! (n—k)!
Orpourn e N:
nokognk 1 & /n B
L0l <k>zkz'" k
=k (n—k)!  n! /=
\n
:ﬂ par le bindme de Newton
n!
Ainsi :
& (z+7)"
/
exp(z)exp(?) = ), =
n=0
=exp(z+7)
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#* Rayon de convergence

. . . 2n)!
Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence des séries entieres ) a,z" et Zanz2” avec a, = ('721
nln

Correction : Deux idées : le critere de d’ Alembert ou Stirling.

anii| _ 2020+ 1) (1+ 1)‘"%4
|an| (n+1)

e

Ainsi, la série entiere }.a,z" a pour rayon de convergence 3.
On peut obtenir aussi le résultat par Stirling :
(2n)!  (2n)*e~2"\/4zn
nln" ne pe—n\/27n
~22Me /2 = (4e_1)n V2
noo

s . [N A _ n

la série entiere Y a,z" a donc le méme rayon de convergence que Y, (4e 1) 7"
Pour la série lacunaire, on fixe z € C et on travaille avec la série numérique ¥ a,z>" c’est la série ¥ u,, avec u, = a,z
Pour appliquer le critere de d’ Alembert sur les séries numériques, on fait le quotient :

2n

|11 _ ’anHHZ’z’HZ _ lans1l, 2 4 0
= TR [ = —z]
|t |an||z] || €
Ainsi
e sifz] < % la série numérique Y a,z>" converge (ie on a convergence simple de la série de fonctions). Ainsi, on a
R>¥
o siz] > %, la série numérique ¥ a,z>" diverge Ainsi, on a R < %
Au final R = %

I Attention a ne pas écrire :
4
Zanzz" converge <= —|z]> <1
e

ce qui est faux (on ne sait rien pour %|z|2 =1).

Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Y a,z" dans les cas suivants :

1

a, = @ @J a, = P(n) ou P € R, [X]
2n
ay=In(n?> +n+1) @J an:PZl) ol P € R,[X]
a, = eVt @J an:1+;nof1aeR*et[3€R+*
a, =3 +cos(n) @} a, =3"+i4"
@ ap=1+n(-1)" @J ay, = 0" etay, 1 =pB"avec0< B < o

Correction : E} : formule de stirling ou d’ Alembert donne : R = 24—7.
@J :onécrita, = b,n” + ... avec p le degré p < d ainsi, a, ~ b,n?, et },n”z" a pour rayon de convergence 1.
noo
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3} ay ~ 2In(n) et Y In(n)z" a pour rayon de convergence 1.
noo
4} :onécrita, = %bpnp + ... avec p le degré p < d ainsi, a, ~ %np ety %nl’z” a pour rayon de convergence oo,
! oo 11! !

E] : Par exemple avec le critere de d’ Alembert :

e\/n+2

T P (M—\/m)

:exp<\/ﬁ<\/l+i—\/l+i>>

On utilise les DLs :

¢1+iw+i<l+i+na><;>><l+;+ni<;>>

e\/n+2
evVntl =1

lim
noo

Donc:R=1.
@} : critére de d’ Alembert :

|an+l‘:’ ’ 1_|_Bn ~ ‘a’51ﬁ<1
|| L+ prtte | Blsip >

(nb : traiter le cas B = 1 a part) et donc :

R F.ldsiﬁgl
=5
sif>1

o]

E} : comparaison : 2 < a, <4douR=1.

@] :Ona:
lan| = /321 +42 ~ 4"
noo

donc le rayon est %.
9):

an ~ (—1)"n donc |ay| ~n

noo

et le rayon est 1.
[10):
k
Méthode conseillée : La suite <ak <ﬁ) > ne tends pas vers 0 mais reste bornée puisque pour les termes pairs k = 2n,

on constate que :

an
ak:azn:JZI
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et pour les termes impairs kK = 2n+ 1, on constate que :

1 B "
= n = — _ 0
W= Ao \/a<a> -~

I
7a
Intuition : Onapourp € R"

Ainsi, est sur le cercle.

+oo oo
Zakpk — Z anp2n+ Z Bnp2n+l(*)
k n=0 n=0
Pour qu’il y ait convergence il faut que ap? < 1 et Bp? < 1. La condition est donc :

1
p<—=

Ja

Attention : on ne peut écrire la relation (x) que si les deux séries convergent.
Bonne rédaction : On considere p < ﬁ, onaalors : ¥ o P2 et e B p2+1 qui convergent donc on a (x) et donc

Y arp* CV et donc p < R ce qui donne : R > Ta

1
o
1

On considére maintenant p > 7a

, on a alors pour un N trés grand :

2N N
Zakpk > Z (apz)n en négligeant les termes impairs
k n=0

Et donc :
2N

lrllglgakp =+

ce qui implique donc que R < ﬁ
Autre rédaction On constate que 1’on peut écrire la série entiere ) a,z" comme la somme de deux séries entieres
lacunaires :

Zanzn _ Z anz2n+ Z ﬁnZ2n+l

n=0 n=0 n=0

3-

1
—~ | car ces deux rayons
)

Ici c’est la série entiere formelle, sans probleme de convergence. Le rayon est donc min <
sont différents.

Exercice 3 Soit (a,) une suite telle que Y a, est convergente.
1. Montrer que la suite (a,) est bornée.

Rcd 2. o~ a . .
2. En déduire que la série entiere Z —r:z” a un rayon de convergence infini.
n!

Correction : La suite (a,) tends vers 0, donc la suite (a,) est bornée.

£ . ) . .
Ona =0 (%) Donc la série entiere Z — aunrayon de convergence infini.
T T n!

Exercice 4 Calculs de rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence des séries enticres suivantes :

Zanz" ou a,, est le nombre de diviseurs de 1’entier n

Zanz” ou a,, est le n-ieme chiffre de 1’écriture décimale de
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Correction : tout entier est divisible par 1 et par lui-méme, donc Vr € N, 1 < a, > n. La série entiére ) z" a pour rayon
de convergence 1, donc de Vn € N,1 < a,. R < 1. La série entiere ) nz" a aussi pour rayon de convergence 1, donc de
VneN,a, <n.R>1.

Ona:

VneN, 0<a, <9.
Ainsi, la suite (a,1") est bornée et donc le rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.
Supposons par 1’absurde que le rayon de convergence R vérifie R > 1, alors la suite (a,) = (a,1") tends vers 0, et donc
comme c’est une suite d’entiers, elle est nulle a partir d’un certain rang ng. Ainsi, on aurait :

ms’écrirait en base 10 : ap,a1az ... ap,—1

En particulier, le nombre 7 aurait une écriture décimale finie (ce serait un nombre décimal), donc 7 € Q, ce qui est une
contradiction. Au final, R = 1.

Ona:
2nw
VYneN, |cos <1
" (65537)‘
donc la suite (cos (222-) 1") est bornée donc le rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.

La suite (cos (625',’5—?7) 1”) ne converge pas vers 0, puisqu’elle est 65537 fois périodique et non nulle. donc la série :

Zcos 2r177r 1" est grossierement divergente
65537 g g

Ainsi, R < 1. Au final, R = 1.

Exercice 5 Soit (a,) une suite de réels positifs, strictement décroissante qui converge vers 0.
o0
On note g : x — Z apx".
n=0
1. On suppose que la série numérique (Y a,) diverge.

(a) Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiere (Y a,7")?
(b) Déterminer I’ensemble de définition de g.

(c) Montrer que g est de classe € sur | — 1, 1].

(d) Montrer que g est strictement croissante sur [0, 1].

(e) Déterminer JEILI} g(x).

2. On suppose que la série numérique (Y a,) converge.
(a) Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiere (Y a,7")?
(b) Montrer que g est continue sur [—1, 1].
(c) Montrer que g est de classe ¢ sur | — 1, 1].
(d) Montrer que g est strictement croissante sur [0, 1].
(e) Déterminer lim g(x).
x—1
(f) Montrer que si (Y, na,) converge alors g est ! sur [—1,1].
(2) Montrer que si (Y na,) diverge alors )lclg} g (x) = +oo.

En déduire que dans ce cas g n’est pas dérivable en 1.

Correction :
1. (a) Nlestégalal car (Y a,) diverge mais (a,) est bornée.

(b) g est définie sur | — 1, 1] mais aussi en —1, par le thm spécial des séries alternées.

(c¢) C’est du cours.

(d) REM : pour la croissance large, c’est une limite simple de fonctions croissante. Il y a donc juste un probleme
pour la stricte croissance.
REM : comme (a,) est strictement décroissante et de limite nulle, elle est strictement positive.
11 suffit d’écrire : Vx € [0, 1], g'(x) = L% nax"~! > 0.

(e) Comme g est croissante, elle peut étre majorée ou tendre vers +oo.
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Soit M € R, alors on peut trouver N tq : Z;V:O ap, 2 M + 1. De plus, par continuité de x — Z _oanXx", on peut
trouver o > 0, tel que

N N
vxell—o,1f, Y ax" <Y a,—1
n=0 n=0
pour un x = IT on a alors :
N
g(x) > Z a,x"
n=0
N
> —1>M
n:O

Ainsi g n’est pas bornée et tend donc vers +oco.

(a) Larayon est au moins 1.

(b) g est continue sur | — 1,1[. On note g, : x — a,x" Pour x € [—1,1], on a Hg,lH[ < ay et ) a, converge. Iy a
donc convergence normale sur [—1, 1], donc continuité par convergence uniforme.

(c¢) C’est du cours.

(d) idem que partie précédente.

(e) Thm de continuité puisqu’il y a convergence normale donc uniforme sur [—1,1] : hm glx Z a.

(f) Supposons (¥ na,) converge, on a g’ : x — na,x"~! qui converge normalement sur [—1, 1], donc gest €' sur
[_ 1 ) 1] .
(g) Considérons M € R.

N
On prend N tel que Z na, > M + 1, puisque cette série diverge, elle tend vers +oo
n=1
La fonction x — ZQ’ZI na,x"~! étant continue, il existe a > 0, tel que :
N
vx €]l —a, 1], — Y a,| <1
n=1

On pose donc x =1 — %, on a bien x € [0, 1], on peut écrire :
doo
'(x) =Y napx""
n=1
N
> Z na,x"!
n=1

N
>Znan71>(M+l)—1:M
n=1
Ainsi, g’ n’est pas bornée.
Comme c’est une fonction croissante sur [0, 1], on peut en déduire que lin} g (x) = +oo.
x—
On utilise ensuite le thm sur la limite de la dérivée :
* On a g est dérivable sur [0,1]
* g est continue sur [0, 1].
o limg'(x) = +oo
x—1
On peut donc donner la limite du taux d’accroissement :
—g(1
o €0 =) _
x—1 x—1

On a donc une tangente verticale en 1.

: . nln(n
Exercice 6 On pose pour n > 0, a, = @ .
n*+1
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z an?".

n>1

2. Prouver qu’il y a convergence en tout point du cercle d’incertitude.
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Correction
1. Classiquement, on utilise le critere de d’ Alembert
1|  Vn+1ln(n+1) n?+1
vn In(n) (n+1)2+1

|an|

On sait :
a refaire rapidement a la main

VT~

In(n+1) ~1In(n)
noo
P 4+1~(n+1)2+1
1, la série a pour rayon de convergence 1

Ainsi, lim,., @il —
|an|

Ou sinon :

Inn
ay ~ —
nee 3

et:

Z ) ont pour rayon 1 donc

e—r
N

™
I:\)\w"—‘

< Inn

Y7
n2

2. Soit z un complexe de module 1. On regarde la série

Viln(n)

an?" ie
Y i ¥ V20
Comme c’est une série a termes complexes, la premiere idée est de montrer la convergence absolue. On a

) etdonc () a,Z") ont pour rayon 1

|
Vnin(n) puisque |z| = 1.
n2

ni _—_
Z ‘Can | _Z n2 +1
tends vers 0, on étudie la vitesse, cela tends vers 0 moins vite que —5, mais plus vite que

 aln(n)
t - 7
on voit que — 1
pour toute valeur de € > 0
On peut par exemple faire :

s\f]n() 1
n2+1 ;l:on 41n(n)—>0

On peut donc écrire :

s y/nin( 5
\fz n _ (nz>
nc+1 ne
Or la série : Y n# converge (série de Riemmann avec o > 1). On en déduit d’apres la reégle de comparaison des séries a

termes positifs, que
converge et donc Zanzn est absolument convergente

Z f ln
Comme z est quelconque sur le cercle unité, la série entieére converge en tout point du cercle d’incertitude
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Exercice 7 Soit (a,) une suite de réels tels que la série entiere : (Y a,z") ait pour rayon de convergence 1.

On pose :

froo +oo
S:x*—)Zanx”, Sn:zn:ak, etf:x+—>ZSnx”
k=0

n=0 n=0
~+oo
Soit R le rayon de convergence de la série entiere : Z Spx".
n=0

1. En utilisant : Vn € N*, a, = §,, — S,—1, montrer que si |x| < R, la série } a,x" converge.
2. Montrer que si |x| < 1, alors

n
Vn € N*, [S,x"] < Z | |x[*
k=0

En déduire que R = 1.
3. Montrer que :

Vx €] —1,1[, S(x) = (1 —x)f(x)

Correction :

1. Ona Y S,x*cvet) S, 1x" cv, donc } a,x" converge. Cela prouve que R < 1.
2. Ona:

n n
[Sux"] < Y a2 <Y a1
k=0 k=0

Comme Y a,x" converge, cela donne que (S,x") est bornée, donc R > 1. Au final R = 1.
3. Ona:

(1—x)f(x) =So+ f (S —Sp_1)x*
k=1

~+oo
=ap+ Z ax* = S(x).

k=1

4 Calculs de sommes de séries entieéres

Exercice 8 Préciser le rayon de convergence de la série entiére ¥ n’x" puis calculer sa somme.

Correction : dans le cours, on sait que la rayon de convergence de la série entiére ¥ x” est 1, de plus les séries ¥ n’x" et ¥’ ¥
ont le méme rayon de convergence.

Ainsi, le rayon de convergence de ¥ n%x" est 1.

On applique ensuite le théoreme de dérivation terme a terme (deux fois).

1
—-1,1 X' =
Vx €] —1,1], n;\! =
1
Vxe]l—1,1], ' =
2
Vx e]—1,1], n(n—1)x"2=
] [ E’z( ) =
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11 reste a fait :

Vx el —1,1], Z n*y = Z nn—1)x"+ Z nx" car ces deux séries convergent
n>1 n=>1 n=1
—x? Y n(n— DX 2 4x ) nx !
n=2 n>1
- 2x? n X
T (1
X (I+x)
= (2x+(1-x)) (=)
. .. .. N 2n n
Exercice 9 Préciser le rayon de convergence de la série entiere Z —— X" puis calculer sa somme.
(2n+1)!
TS S | 1
Indication : (2nf1)! = @1 ~ @)

Correction : Pour le rayon c’est assez simple : on utilise le critere de d’ Alembert.
lany1|  2n+2(2n+1)! 1
la,| — 2n (2n+3)!  (2n)(2n+3)

Ainsi, R = +oo.
Pour la valeur, on utilise une série téléscopique, soitx € R :

= = 1 )
,;)(2n+1)zxn =) ((2n)! - (2n+1)!)x

n=0

—0

+oo 1

_E)(znﬂ)zx

n

En effet, les séries Z ,x et Z X sont convergentes.

2n+1

1 Cette écriture doit étre justifiée : on a ¥, (ay +bn) = ¥,7% 0% +¥,7°0 by que si les deux sommes du membre de droite
convergent, le membre de droite existe alors. Par contre, Y% (a, + b,) peut exister alors que ni ¥/ a, ni Y% b,
n’existent.

On souhaite ensuite faire apparaitre les séries du cosinus / sinus hyperbolique ou trigonométrique.
On apourx >0:

V= (V) =

On peut donc écrire :

1

7= (V%)

oo 1 +oo 1 +oo 1

n;) o _n;) Qn+ 1) & 2n)!
—ch (\/;C) _

Lf#
Vx = (2n+1)!

h (V%)

(\/;C)Zn_ (\/;C)Zn+l

1
—s
NE
pour x < 0, c’est :

x :<_1) (\/7)2”: (_l)n(\/;c)Zrﬁl

Ce qui donne :

RRad | " oo 1 n_+°° 1 I”FZ" 1 = 1 o -
Lo Lot iV VT s = L gy O (V)

sin (v/=x)

Pour x = 0, le résultat est 0.
On a donc I’expression de la somme pour x =0, x >0 etx < 0.
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Exercice 10
1. Vérifier que :

L1121 11
148 31+x 6x2—x+1 Z(x_%)z_,_

2. Montrer que pour toutx €] — 1,1, ona:

X dt o0 (_l)nx3n+1
/o 1+13 :n;o 3n+1

+oo _1 n
3. Déterminer la valeur de n;() (3,111))23”“

Correction :
1. Simple calcul, c’est I’occasion de revoir la division euclidienne des polyndme, en écrivant :

1+X°=(1+X)(X* =X +1)

ainsi que la forme canonique des polynomes :

2 2
1 1 1 3
2 - - — Z d
X X—|—1—< 2) 4—|—1 <X 2) +4

2. On part de :

1 n.sn

n

cette série entiere ayant un rayon de convergence de 1.
Pour x €] — 1, 1], on integre sur [0,x] (ou plutdt on prends la primitive qui s’annule en 0) :

S ~+oo (_l)nx3n+1
vrel—1,1], / _
xel [ 0 14123 n;) 3n+1

(on est bien dans I’intervalle de convergence).

. TS | : .
3. En appliquant ce qui précede a x = 5, on obtient :

l (o]
[ d 3 D"
o 1+ = (3Bn+1)

Il reste a calculer cette intégrale, ce qui se fait avec la question 1 :

1 1 1

/i dt 1 /2 1 1 /2 2t—-1 /
— = ——dt— dt
o 1+8 3Jo 1+t 6o t2—t+1 2 E
Le premier terme s’intégre en In(1 +x), le deuxiéme en In(x> — x + 1) et le dernier en une arctangente :

1 43 NG
2 2
(-4)7+3 32 (Ze-1) +1

v s 1
S’integre en arctan (7 — 3)

Au final :
o 147 3°\2) 6 \4) V3 V3
1 b4
=—In(3)+ ——=

+ Développement en série entiére d’'une fonction
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Exercice 11 Montrer que les fonctions suivantes sont développables en série entiere. Donner ce développement et la
valeur du rayon :

x — sin” xcos x

x+— (cosx)e*
x—1In (1 +x+x2)

Correction : Pour le premier, c’est un produit de fonction DSE sur R, donc DSE sur R. Pour avoir le développement, on
constate que le produit de Cauchy n’est pas tres pratique.
On utilise alors la linéarité (par Euler) :

2

Vx € R, sin“xcosx = — (cosx — cos 3x)

Bl —

Ainsi :

Vx € R, sin

2 xcosx = ! f (=1 (1—3%m)x2"
4 = (2n)!

Pour le deuxieéme, c’est aussi un produit de fonction DSE sur R donc DSE sur R. Ici encore, le produit de Cauchy n’est
pas tres pratique.
On utilise donc le DSE de I’exponentielle sur C :

S _ i" (14+o" ,

et donc :

T po i)
COS(X)eix: ZR ((1+ ) )

|
=0 n:

Pour avoir la partie réelle de (1 +i)", on passe par la forme trigonométrique :

(1+i)" = (\@)nei%

et donc :
n T
Re((1+i)") = (\@) cos <%)
Ainsi :
n
e (ﬁ) cos (T”)
Vx € R, cos(x)e™ = Z -t
n!
n=0
Pour le dernier, on écrit :
1—x

Vx €] —1,1], In(14+x+4x?) :1n( 1—x> =In(1 —x°) —In(1 —x)

x+ In(1 —x) et x — In(1 —x*) sont DSE (pour la derniére bien vérifier que x €] — 1,1[ = x> €] — 1,1 et donc :

Foo 4 +°°x3n
In(1+x+x%) Z——Z—

n=1" n=1 "
:Zunx”
n=1
avecun:%sinzl[3],0usin52[3] etun:%sinEOB].
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Une autre idée, par la dérivée :

1+2x (I+2x)(1 —x) 3 1
/ . _ _ _
f(x)_l+x+x2_ 1—x3 = (I+x 2x)l—x3

Comme x — ﬁ est DSE sur ] — 1, 1] (méme argument que au-dessus en vérifiant bien que x* €] — 1, 1[) et que x — 1 4x —2x3
est une fonction polyndmiale, x — f’(x) est DSE sur | — 1, 1[. De plus,

Vxe]—1,1[, f'(x) =(1 +x—2x°) Jiox3”
n=0

—+oo
_ Z x3n +x3n+l _ 2x3n+2
n=0

en intégrant (attention a £(0) = 0), on obtient le méme résultat.

Exercice 12

j 1 1
1. Calculer la valeur de é < ) pourx € R

x+1+i x+1—i
2. Développer en série entiere x — arctan(1 + x). Préciser le rayon de convergence.

Correction : On obtient en mettant sur le méme dénominateur :

i 1 1 1 1
2(x+1+i_x+1—i>_(x+1+au+4—4)_2+2x+ﬂ

On passe par la dérivée :

1
1+ (1+x)?  2+42x+x?

f : x+— arctan(1 + x) est dérivable et f’ : x —

Ainsi :
] 1 i 1
VxR, f'(x) = — — =
F ) 204+ 1+75 201 1+5
On voit :

‘1: <1 <= |x| <|1+i|= V2 et de méme : llx,‘gl — | <V2
i —i

Les fonctions :

1 1
t —
[

X—

sont donc DSE avec un rayon de \/2. On a alors :

o I i 1
We%ﬂ@ﬁﬁbf&%ba+nl+f%_20—wl+lﬁ

:2(ijr1>,§(1)n <1ii>n 2(:'11),2(1)” <1x—l>

i 1y 1 1 1 ”'Hxn
_52%“_) (1+i _1—i>

1 n+1 1 n+l
Apres il reste a calculer (H— — 1> . On passe par la forme trigonométrique :
i —i

n+l ntl
(7 ) :N;)m(GXP(—WUZ)—eXP(i<"+1>Z>)
:<\/§1)n+1(—2i) sin ((n+ 1)%)
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Au final :
& (—1)"sin ((n+ 1)%)

= (\/§> n+1

Vx €] - V2,V2[, fi(x) = X

On intégre en ajoutant la constante f(0) = 7, ce qui donne :

Vx €] — V2, \fZ[, arctan(1 +x) = E—i— f (—=1)"sin ((n+ 1)%)xn+1

P (n+1)<\/§>n+l

N

Plus clairement :

Vx €] —V2,V/2[, arctan(1 + *+Z n(i@;(”ﬁ)xn

+* Série entiére et équations différentielles

p) Explicitement au programme : Les étudiants doivent savoir utiliser une équation différentielle linéaire pour développer

une fonction en série entiere.

X
Exercice 13 Montrer que la fonction f : x — & / e dt est DSE sur R.
0

Déterminer son développement en série entiere.
Indication : exprimer f’(x) en fonction de f(x)

Correction : x — ¢* est DSE sur R, donc en remplacant x par x%, on a x — ¢* est DSE sur R. Donc x —» I

sur R car ¢’est une primitive (plus précisément, I’unique primitive qui s’annule en 0) de ¢ — e
La fonction f est donc DSE sur R comme produit de fonction DSE sur R.
On calcule ensuite f'(x) :

X
Vx e R, f/(x) —e° <ex2 + Zx/ e’zdt> forme ue"
0
=14 2xf(x)

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle linéaire : y' —2xy = 1.
Plus précisément, c’est 'unique solution du probléme de Cauchy suivant :

y—=2xy=1
¥(0)=0

On cherche donc I'unique solution DSE de ce probléme de Cauchy.

p) Bien utiliser I'unicité de la solution du probleme de Cauchy.

On écrit alors :
—+oo

Vx eR, f(x) Z anx" et on cherche la suite (ay,)
n=0

déja f(0) = 0, donc ag = 0. Ensuite :

VxeR, f(x Zannx" ! Z(n+1)an+1x”
n=0
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ainsi :

oo oo
VxeR, f/(x) = 2xf(x) =) (n+1)anx" =2 ) a,x" !
n=0 n=0

oo oo
- Z (n+ a1 x" =2 Z ap_1x"
n=0 =

= n=1

+o0
=ai+ Y ((n+1)ani1x—2a,.1)x"
n=1
or on sait :
~+o0
Vx € R, f(x) —2xf(x) = 1 et donc a; + Z ((n+ Dayp1x—2a,-1)x" =1
n=1

Par unicité du DSE, on obtient :

a1:1 Vl’l}l,anJrl: 1

man,
Comme ap = 0, on a directement a, = 0, a4 = 0, etc. (les termes pairs sont nuls ce qui normal car f est impaire.) Pour les
impairs :

73
T 3x5x7

2 2 22

3 BT5B T3y

2
a=1, az3= a7:?a5

On montre donc rapidement par récurrence, la formule :

2P 227 p!
a = =
P T 357.  2p=3)2p+1)  (2p+1)!
Au final :
+oo 22p |
P opyi
fx)=) ————x7P".
( pX::O(Zp—i-l)!

Méthode par Taylor : Comme f est DSE, on sait que ce DSE est la série de Taylor :

o f£n)
VxeR, f(x)= i f n'(o)x"
n=0 :

autrement dit, en utilisant les notations précédentes, que :

(0

n!

vneN, a, =

On se propose donc de calculer les dérivées sucessives en O.
Pour cela, on part de 1’équation différentielle :

Vx € R, f(x) =2xf(x) + 1

et on dérive plusieurs fois :

(x)
FO ) =22 (x) +41'(x)
FO) =21 () + 62 (v)
FO ) =2xf () +8%) (x)

on pose donc :
P(n): VxeR, U (@) =20/ () +2(n+ 1 ()

On démontre la relation & (n) pour tout n € N par récurrence sur 7.
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Pour n = 0, cela provient de £ (x) = 2xf’(x) +2f(x).
Considérons un 7 fixé, tel que : & (n) est vrai. On dérive alors &?(n) pour obtenir :

Vxe R, fU(x) = 2xf ") (x) +2(n +2) £ (x)

ce qui est bien I’hérédité.
On a donc bien :

vneN, VxeR, f0 (x) = 20/ (x) +2(n+1) 17 (x)
en remplagant x par 0, on obtient :

vneN, f2(0) = +2(n+1)£"(0)
ie : (n+2)!ay12 =2(n+1)nla,

En simplifiant, cela donne :
VneN, (n+2)api2 =2ay,

C’est bien la relation obtenue a la premiere méthode.

NB : on n’est pas obligé d’utiliser une récurrence, on peut aussi utiliser la formule de Leibniz : on part de Vx € R, f'(x) =
2xf(x) + 1 et on dérive n fois. La dérivée n-ieme de f’ et f"+1), La dérivée n-ieme de x — xf (x) = u(x) f(x) (avec u : x > x)
se calcule avec Leibniz :

(uf) ) = Z <Z> u(k)f(”_k) = uf(") +nu'f(”_1) car les autres termes sont nuls.
k=0

Ainsi, la dérivée n-ieéme de x — xf(x) est :
x — xf (x) + nfD (x)
On en déduit :
Vne N, Vx e R, D) (x) = 2xf™ 420~ (x)
On remplace ensuite x par 0 et on procede comme ci-dessus pour obtenir :
Vne N, (n+1)lapy1 =2n(n—1))la,_
ou encore :

VneN*, (n+1)ay+1 = 2a,-1

Exercice 14

1. Montrer que la fonction f : x — (arcsinx)? est la solution sur | — 1, 1] du probléme de Cauchy suivant :

(1-x2)y' —xy =2
¥(0)
¥'(0)

2. Montrer que f est développable en série entiere et déterminer ce développement en série entiere.

=0
=0

Correction :
1. Cestclair: fest > sur]—1,1]et:

Vxe]-1,1], f(x)= arcsin (x)




(1—22)f"(x) = \/liixzarcsin () +2=xf'(x) +2

On vérifie de plus que f(0) =0 et f/(0) = 0. Ainsi, f est I’unique solution du probleme de Cauchy proposé.

. La fonction x — \/L est DSE de rayon 1, donc la fonction x — \/117)( est aussi DSE de rayon 1. Par intégration la

fonction x — arcsin(x) est DSE de rayon 1. Ainsi, la fonction f est DSE sur | — 1, 1], car ¢’est un produit de fonction
DSE de rayon 1.
On sait donc qu’il existe une suite (a,) telle que :

Vxel-1,1], Za,,

En utilisant f(0) =0 et f/(0) = 0, on peut écrire :

Vx 6] - 1 1 Z an
On dérive :
Vx el —1,1], Z na,x"~

"(x) = Z n(n—1)a,x">
n=2

On a donc :
—+o0
(1—x2)f"(x) —xf'(x) =(1 —x?) Y n(n—1)ax"" 2 _x Z nayx"~
n=2
o0
= Z n(n—1ax"% - Z n(n—1)ax" — Z na,x"
n=2 n=2 n=2
o0 o0
— Z (n+2)(n+1)a,2x" — Z n*a,x"
n=0 n=2
o0
= Z ((n +2)(n+1)apia — nzan) X"+ ap +6azx
n=2
Or on sait :

Vxe]—1,1[, (1—x2)f"(x) —xf'(x) =
ce que I’on écrit :

~+oo
Vx el —1,1], Z ((n+2)(n—|—1)an+2—nzan)x”—|—2a2+6a3x:2
n=2
Ainsi,a; =1,a3 =0et:

n2

(n+2)(n+1)
Comme a; = 0 et a3 = 0, on en déduit directement Vp € N, a,.1 = 0 ce que I’on pouvait savoir avant puisque f est

paire.
On trouve aussi par récurrence :

22 ((p—1))*
(2p)!

On vérifie que le rayon est 1 (par critere de d’ Alembert), et on en déduit :

Vxe]l—1,1], (arcsin(x))2 = Jio 227 ((p— 1)!)2x2p

p=1 (2p)!

Vn=2, apo =

dan

VpeN, ayp =
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Exercice 15

On note (E) I’équation différentielle : x*y” +x(x+ 1)y’ —y =0.
1. Chercher les solutions développables en série entiere de (E).
2. Exprimer ces solutions a 1’aide des fonctions usuelles.

Correction :
1. On considere donc f : x — Y7 a,x" un solution de (E) DSE sur ] — R, R avec R > 0. On a alors :

Vx €] —R,R], f(x) = f anx"
n=0

oo o0
= Z nax"! = Z (n+ Dap1x" premier terme nul
n=0
froo +oo
= Z n(n—1)ax""* = Z (n+1)(n+2)a, 22" deux termes nuls.
n=0

Cela donne :
Vx €] = R,R[, X" (x) +x(x+ 1) (x) — f(x)

Joo foo foo
=Y n(n—Dapx"+x(x+1) ) nax" ' — Y anx”
n=0 n=0 n=0
oo oo Joo oo
= Z n(n—1)ax" + Z na,xX" ' + Z na,x" — Z apx"
n=0

Z (n—1)+n—1)ayx +Zna Pl
n=0

n2—1
oo oo
=) (n* —1)a.x" + Y (n—1)a,_1x"
n=0 n=1
+o0
=—ap+ Z ((nzfl)anJr(n* l)an,l)x"
n=1
o0
=—ag+ Y, (n—1)((n+1)ay+a1)x"

n=2

Comme :

Vx €] = R,R[, ¥’ f"(x) + x(x+1)f (x) — f(x) =0

On a par unicité du DSE :
, 1
ap=0etVn>2, (n+1)a,+a,—1 =0iea, = ———a,_|
n+1
Ce qui donne : a; quelconque, a» = —1ay, a3 = 1=ay, ay = —=——ay, par récurrence immédiate :
tarq que, az 3 1, 43 43 1, d4 3x4%3 1P .
V> 1, a, = (—1)""! ! 2a,
On peut donc écrire :
drel B SR
(n+1)!
o0
Réciproquement, soit la série entiere : Z (—1)”+1 mx” on voit que le rayon de cette série entiere est infini (c’est
n !
n=1

I’argument a ajouter!)
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oo

on peut donc poser [ : x — Z (1)t mx” fonction définie sur R, qui d’apres les calculs précédents (que 1’on
n=1 h :

peut vérifier rapidement), est solution de (E).

En conséquence, toute fonction de la forme

oo 1
x— A Y (1) ———x"avec A €R
n;( ) (n+1)!
est solution de (E).
2. Il s’agit de retrouver un développement en série entiere usuel.
11 faut chercher a faire apparaitre 1’exponentiel :

+oo 1
VxeR*, fx)=Y (-1 ——
1 f( 1)n+1 1 n+1
=— — —X
x = (n+1)!
:1 +w#(_x)n+l
x /= (n+1)!
131 -1
=Y ()= e - X
x = n! X

On trouve ainsi :

; '_>{e*xl+x six#0
1x
0

six=20

p) Cette fonction est de classe 4" (R) car DSE sur R.
On obtient des solutions DSE de 1’équation :

e —1+4+x , L.,
x+— A———— avec A € R prolongée par continuité par 0 en 0.
X

p) Ilyapeut-€tre d’autres solutions qui ne sont pas DSE.

# Série entiére de la variable complexe
Exercice 16 Calculer, lorsque cela est possible, pour z € C :

Indication : on pourra commencer par calculer pour un z convenable, la somme de la série entiere de la variable réelle
t: Y7

Correction : Le probleme est que 1’on ne peut pas dériver une série entiere de la variable complexe.

On a facilement que pour |z| < 1 la série est absolument convergente et que pour |z| > 1, la série diverge grossiérement.
On ne peut pas dériver les fonctions de la variable complexe.

On fixe donc z € C, avec |z] < 1, et on considere :

—+oo
Q:t—> Z n’t""
n=1

Il s’agit d’une série entiere (en la variable ¢ puisque z est fixé), de rayon \%I Cette fonction est définie et dérivable sur } I%I’ \%I {

Il faut trouver une expression de la fonction ¢ et remplacer ¢ par 1.
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Pour cela, on considere la fonction :

1
1—1z

—+oco
fit— Zz”t”:
0

n=

de la méme maniere f est deux fois dérivable sur } |17|, |17| [ comme la fonction de la variable réelle associée a une série entiere.

On voudrait alors écrire que :

o0

Z
flit— Yl . —
n; (1—12)°
1 v _ non—2 __ 2Z2
[l Y n(n—1)""7 = 3

Pour cela, il suffit de vérifier que si u : R — C, est dérivable et non nulle, alors :

1
<p.t|—>u(t)

!
est une fonction dérivable de R — C avec @ : 1 — — Zz((’t ))

Il y a plusieurs possibilités :
* On peut retrouver le résultat en écrivant pour fy dans R :

11

lim “ 1) u(t) _
t—=tg  fo—1 t—=1y fo—1 u(t)u(to)

* On peur écrire u = u, + iuc et donc :

(P(t) o ur(t) . ui(t)

TR0 +u2) 2 +2()

Une fois ce résultat vérifié, on a :

~+oo
Z nzt"z” :th//(t) —|—lf/(l‘)
n=1
2712 zt
3 + 2
(1-12)”  (1—1t2)
22+ (1—12)z

(1—1z)°
P+
(1—1z)°

Pour ¢t = 1, on obtient :

Foo 2
Z 22 — Z +z3
n=1 (1 —Z)

% Exercices de concours

: . . 2shn
Exercice 17 Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y a,z" avec @, = ——

n(n+1)

Correction : il suffit d’appliquer le critere de d’ Alembert :

|ant1] _ sh(n+1) (n+1)(n+2) N sh(n+1)
|an| sh(n) n(n+1) ne  sh(n)

Ainsi, le rayon de convergence est é
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Exercice 18 Soit (a,) une suite de réels positifs décroissante de limite nulle.
On suppose que la série Y a, diverge.
1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est 1.
2. On note f la somme de cette série entiere. Etablir que lim f(x) = 4oo
x—1-

Correction :
1. Comme Y a, diverge, on a R < 1, comme a, est de limite nulle,ona R > 1.
2. Considérons M € R, comme la série ) a, diverge, il existe un N € N, tel que :

N
Ya=M+1
k=0

Comme la fonction x — Zlk\’:o aix* est continue en 1, en utilisant la définition de la continuité avec € = 1, on en déduit
qu’il existe un réel o > 0 tel que :

N
Vx el —a, 1], Zakxk>M
k=0

On considere que o < 1, comme tous les termes sont positifs, on a :
foo N
Vxell —a, 1], f(x)= Zakxk > Zakxk >M
k=0 k=0
On a donc bien lim,_, ;- f(x) = +oo.

n
1
Exercice 19 Soit H, = Z z pourn > 1.
k=1

Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z H,x".
n>1

Correction : il faut faire une comparaison série intégrale, pour obtenir :

H, ~ In(n)

noo

on a donc : Y H, diverge, mais si r €]0, 1[, lim,e H,r" = 0, donc r < R.
On en déduit que R = 1.
On a ensuite pour N € Netx €] —1,1]:

N
Z H,x"
n=1

Il
M=
1=
> =

=

=

3
Il
-
—_

Il
1=
=T
M=
=
=

~
I
-
3
- [
—_

_ Nkt

Il
1=
| —
=
-

i

»
|
=

H
[
=

™=

—

— Ny

I
_

|
=

M=
5w

—_—
=
—~
»—ATT
[
-
N—
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ainsi pour x €| — 1,1 :

L | 1 1 1 1,
Y Y X <x+ S R A ><l+x+x2+x3+x4+---
K\ & 20 73 k

—|—xk+...>

B 1 11\ 4 | T R ‘
—x+(1+2>x +(1+2+3>x +<1+2+3+4>x+ +HA

—+o0
=Y H*
k=1

Ce calcul est bien valable car les séries sont absolument convergente. On en déduit le résultat.

Exercice 20 NB : exercice utilisant les intégrales généralisées.

On considere la fonction :

3 1
o 1—xcos*t

1. Soitx €] —1,1[ets € |0,% [, montrer que pour tout entier N > 1, on a :

1 Nt ) cos?N (1)
— = cos?t) AN — 2
1 —xcos2t ng;)(x '+ 1 —xcos?t

2. En déduire que pour tout réel x €] — 1,1, on a:

—+oo
x)=Y Wx"
n=0

ou W, est une intégrale que I’on déterminera.

3. Etablir que pour tout x €] — 1, 1[, F(x) = 5 fo'

Indication : poser u = tant.
4. Donner la valeur de W,,.

Correction :
1. Tl suffit de regarder la somme finie géométrique de raison xcos?(¢) €] —1,1] :

Ni"l(xcoszt)" _ 1 —xNcos?M (1)
= 1 —xcos2(t)

2. Onécritpour N € N:

3 1
F(x)= —dt
() /0 1 —xcos?t

1
:NZ/ (xcos? t"dt—l—xN/ Mdr

_ 2
=00 1 —xcos*t

N-1 z ON
= Z </ coszntdt>x"+xN ’ Mdt
0

o o 1—xcos?t

.4
On pose donc W,, = f02 cos? tdt, pour obtenir :

7 cos?(¢)

o 1—xcos?t

N—1
= Z Wt + XY
n=0
Il reste a vérifier que le reste tend vers O lorsque N tend vers 4. On majore :

f:d N x
t 1
/ZCOSUdt </zid,
o 1—xcos?t 0 |1—xcos?t|

120



Le majorant est une valeur finie qui ne dépend pas de N. Ainsi :

3 1
xN/ cos?V - N/z U 0
‘ 0o 1— xcos2 S 0 |l—xcos?t|  N-—wo

On peut donc affirmer que :

N—1 +o0
Vx €] —1,1], 13200 Z Wox = F(x) ¢est-a-dire :Vx €] — 1,1[, ) Wy = F(x)
n=0

3. On fait apparaitre une forme connue puisque 1 —x > 0 :

1 1
_ 21—
1—x+u 1 x1+<

p—

1

B T—x
()

On reconnait alors la dérivée d’une arctangente :

F(x) :/()erldu

1 —x4u?

1

1 Foo =
:m/o 1+‘(/7x>2du

s (7)),
:2\/%

4. On sait que :

1 & ay 1/1 1
Vxe]—1,1], = :Zz!x”avecan:(—l)"z(2—1)...(2—n+1>

[y

X n=0
o 2n)!
en simplifiant, on trouve : a, = %

Par unicité du DSE, on obtient :

7 (2n)!

Wi = 22n+1 (n!)z

Exercice 21 Extrait de Centrale PSI 2019

Dans tout le probleme, on définit la famille de polynomes (L )xen par

Ly=1
Li=X(X+1)-(X+k—1) VkeN*

Soit ¢ un réel. On note fo : x +— (1 —x)~%

Q 1. Préciser le domaine de définition D de f,,. Justifier que f, est de classe € sur D et donner une équation
différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par fy sur D.

Q 2. Enoncer le théoreme de Cauchy pour une équation différentielle scalaire linéaire du premier ordre et démontrer
que, pour tout x €] — 1, 1],

4o
fult) = ¥ La(a)

Q 3. Rappeler la définition du produit de Cauchy de deux séries entieres et énoncer le théoréme qui s’y rapporte.
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Q 4. En déduire que, pour tout entier n et tous réels o et 3,

Lo+ B)= ¥ ;) l@Lu(p)

k=0
o0
Q 5. Pour x €] — 1, 1], donner la valeur de la somme de la série entiere Z xP ainsi que celle de sa dérivée.
p=1

6. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n € N*, il existe un unique polynéme R,, € R,,[X] tel que, pour
p que, p que poly que, p

toutx €] —1,1],

Jic pixf = _Rulx) (x)
o (1 _x)n+1

1. 11y a trois cas de figure a considérer :

* six€Z,eta<0,alors fy est une application polynomiale, donc D = R ; une application polynomiale est de
classe C', donc f est de classe C' sur D;

* sia€Zeto >0, alors fi est 'inverse d’une application polynomiale, elle est donc définie sur R privé des réels
ol le dénominateur s’annule, ¢’est-a-dire : D = R\ {1} ; une application polynomiale est de classe C!, et I'inverse
d’une application de classe C! est de classe C' 1a ot elle ne s’annule pas, donc f est de classe C! sur D;

e sia & Z,alors fo(x) = (1 —x)~%n’est définie que pour 1 —x > 0, donc : D =] — oo, 1[; ’application polynomiale
x+ 1 —xest de classe C! sur D et a valeurs dans ]0,+oo[, et la fonction puissance x — x* est de classe C! sur
]0, 4], donc par composition f, est de classe C! sur D.

Dans tous les cas f, est de classe C! sur D, etona :

vxeD, fi(n)=al-x) ",
donc fy est solution de 1’équation différentielle linéaire du premier ordre :
VxeD, (1-x)y(x)=ay(x). (Ea)

. Nous énongons le théoréeme de Cauchy dans le cas d’une équation différentielle linéaire du premier ordre ; dans ce qui
suit, / est un intervalle de R et K est R ou C.

Soient a,b,c : I — K trois applications continues. On suppose que a ne s’annule jamais sur I. Soient xo € I et yg € K.
Le probleme de Cauchy :

{ Vxel, a(x)y(x)+b(x)y(x) c(x)
y(x0) = o

admet exactement une solution définie sur /.

Prenons I =] — 1,1[; alors f, est solution de (Ey) sur [ et x — 1 —x ne s’annule pas sur cet intervalle. D’aprés le
théoreme de Cauchy linéaire, pour démontrer I’égalité :

~+oo X
Vxel, fqlx)= ’;)Ln(a)a,

+oo X"
il suffit donc de démontrer que 1’application x — Z Ln(oc)—' est de classe C! sur I et solution du méme probléme
n!
n=0
de Cauchy : on invoque alors I'unicité de la solution a ce probleme. Commencons donc par vérifier que cette somme

de série entiere est bien définie sur /, puis qu’elle est solution de (E) sur ce méme intervalle. Si o € Z est un entier
négatif, alors L,(a) = 0 pour tout n > —a., donc la somme est finie et définie sur R. Supposons o ¢ Z, de sorte que
L,(a) # 0 pour tout n € N.

n
Soit x €] — 1,1[. Si x = 0 alors la convergence de la série Z Ln(a)x—' est triviale. Supposons x # 0. Pour tout n au
n!

n=0
voisinage de +oo, 0n a:
o
Ln+1(06)(n+1)! _ Lyii(o) |x| ~latn] |x| bl <1
‘Ln(a)% Ln(a) n+1 n+1n—4e’ n—too ’
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xn
donc d’apres la regle de D’ Alembert la série Z L,(a)— ; converge absolument donc converge. Ainsi la somme
n=0 !

Z L,(a)— est bien définie sur /. En fait, il s’agit méme de son intervalle ouvert de convergence si & n’est pas

un entler negatlf, puisqu’il y a divergence grossieére pour tout |x| > 1 toujours d’apres la régle de D’ Alembert.

En tant que somme de série entiere, I’application S est de classe C' sur son intervalle ouvert de convergence (qui
contient /), et on la dérive terme a terme :

71 o0 xnfl o0 n
vxel, S'(x) ZL = L L) =) Loi(0)~,
n=1 (n - 1) : n=0

. . . e R L. X"
et comme on I’a déja implicitement utilisé tantot : L, | = L, - (X +n), et pour tout x € I les séries z L,,(Ot)—' et
n!
n=0

Z Ly ( n— convergent (pour la seconde, cela provient du fait que multiplier par n le terme général d’une série enticre
n=0
ne change pas son rayon de convergence), donc :

Bed oo n o0 -1
/ X X i /
Vxel, Skx)=a 2 Ly( ) +n§:0Ln(a)n—n! = aS(x) +xn§_ L,,(oc)n—n! = aS(x) + x5 (x).

On a donc bien : Vx € I, (1 —x)S’(x) = aS(x), donc S vérifie (Eq) sur 1.
De plus : S(0) = Lo(a) = 1, et f(0) =1, donc fy et S sont solutions du méme probleme de Cauchy :

{Vxe}—l,l[, (I—x)y'(x)—ay(x) = 0
y0) =1

Par unicité des solutions a un probleme de Cauchy, on conclut : f, = S, ou encore :
Vxel-1,1], falx Z Ly (

. Si Z anz" et Z b,7" sont deux séries entiéres a coefficients complexes, leur produit de Cauchy est la série entiére
n=0 n=0

Z cpZ', ol :
n=0

VneN, c¢,= Z agb,_r.

Le théoréme de Cauchy nous dit que si Z a7’ et Z b,7" sont respectivement de rayons de convergence R, et Ry,

n=0 n=0
alors le rayon de convergence R de leur produit de Cauchy Z cpZ" vérifie R > min(R,, Ry ), et pour tout z € C tel que
n=0
|z] < min(R,,Rp) ona:
Z ap?" x Z by7" = Z cnZ".
n=0 n=0 n=0
. D’apres la question 2, on a :
v Ln(@+p)
Vxe] =Ll farple) = ), == (4.1)

n=0

Mais on a aussi :

Vre]— LA faip()=(1—-x) % B =(1—x)*(1-x)F

|
n=0 : n=0 n:

Nous avons la le produit de deux sommes de séries entieres de rayon de convergence 1. D’apres le théoreme rappelé
plus haut, on en déduit que leur produit de Cauchy est de rayon de convergence au moins 1, eton a:

SSRRNTN SN LIV (i Lklgg)ﬁ_kgm - 42

n=0 : n=0 : n=0 \ k=0
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Donc, d’apres (4.1) et (4.2), on a donc :

Vx €] —1,1], fwxn: Jio (i LkIE!OC) ?;zl_k(g?)xn

|
n=0 h. n=0 \ k=0

Nous avons une égalité entre deux sommes de séries entieres dans un voisinage de 0. Par unicité des coefficients :

06+[3 i ~+(B)

VneN, -k’

et donc, apres multiplication par n! :

et Latf) =Y i@ 8 = 3 (1)@

. Soitx€]—1,1[.Ona:

Ry » X 1
X == b
P —X —X
—+oo
et donc la dérivée de x — Z xP a pour somme :
p=1

oo : 1
pl = ——,
p; (1—x)2

. Comme suggéré par I’énoncé, nous allons raisonner par récurrence sur n € N\ {0}. Pour tout n € N\ {0}, soit P, la
proposition :

X
« 3R, € R,[X], Vx €] —1,1], prp ()V)l+1 »
+oo x
Vérifions P; : d’apres la question précédente, pour tout x €] — 1, 1[ on a Z pxP = = donc on a Py en posant
p=1 -
Ri=X¢e Rl[X].

Vérifions I’hérédité. Soit n € N\ {0} tel qu’on ait P, c’est-a-dire :

© Ry (x)
3R, € R,[X], IR nep — L\
€ R,[X], Vx €] [ ;Px (1—x)H

La série entiere Z p"xP est de rayon de convergence au moins 1, puisque par hypothese de récurrence sa somme est
p>1
définie pour tout x €] — 1, 1[. Elle est donc dérivable sur | — 1, 1], et on peut la dériver terme a terme ; on en déduit :

R, (%)

VXE]—I,I[, iopn‘pxpflzi_i_(n_i_l) R”(x) _ (I—X)R;l(x)ﬂ-(n—k])Rn(x)‘
=1

(1—x)mt2 (1 —x)rt2

(1—x)n+!
On multiplie I’égalité ci-dessus par x, et on obtient :

(1 —)xRy (x) + (n+ DRy (x)
(]_x>n+2

o0
vxel-1L1[ ) prxP

d’ol P,y en posant R, 11 = (1 —X)XR),+ (n+ 1)XR,. Il est de degré inférieur ou égal a :
max (deg((1 —X)XR),,),deg(XR,)) = max(1+deg(R,), 1 +deg(R,)) <n+1,

comme voulu.
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Nous avons montré I’initialisation et I’hérédité, donc P, est vraie pour tout n € N\ {0} : d’ot ’existence du polynome
R, pour tout n € N\ {0} tel que pour tout x €] — 1,1, on ait :

f pixl = Rl
o (1 _x)n+l

Il reste a vérifier I’unicité de ce polyndme pour tout n € N'\ {0}. Pour cela, on note que si, pour n € N\ {0}, il existe
Ry(x)  Su(x)

(1 _x)nJrl B (1 —x)"“ ’

pour tout x €] — 1, 1] : R,(x) = Sy(x). On en déduit que le polynéme R, — S, a une infinité de racines (tous les réels de

I'intervalle | — 1, 1]), ce qui n’est possible que si R, — S, = 0, c’est-a-dire : R, = S,,. D’oli "unicité.

donc

un autre polyndme noté S, vérifiant la méme relation, alors pour tout x €] — 1,1[ on a
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Calcul de DSE en utilisant des équations
différentielles

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Le but de cet fiche est de proposer une méthode d’utilisation des équations différentielles pour calculer des développements
en série entiere.
On rappelle le programme :

Les étudiants doivent savoir utiliser une équation différentielle linéaire pour développer une fonction en série entiere.

Pour cela, on va développer un exemple en découpant les différentes étapes.

On considere la fonction :
arcsinx
V1-x2
Montrer que la fonction f est DSE
La fonction f est le produit de deux fonctions :

1
U:x—r —— et v x —> arcsin(x)

V1—2x2

On sait que la fonction :

fix—

X (1—x) 2 = est DSE sur | — 1, 1]

1—x
On peut donc écrire :
1 = . .
Vx el —-1,1], ; = Z arx" pour une certaine suite (ay)
k=0

comme pourx € R,x €] - 1,1, = X2 €] — 1, 1], on peut donc remplacer x par x% dans 1’écriture ci-dessus :
1 =
— Y gt

Vi-xr %

ceci prouve que u est DSE sur | — 1, 1[. Par intégration, la fonction v est DSE sur | — 1,1].
Par produit on en déduit que f est DSE sur | — 1, 1].

Vxe]—1,1],

On pourrait calculer le DSE de f par produit de Cauchy, mais c’est difficile en pratique d’obtenir ainsi une expression
explicite du DSE de f.

Déterminer un probléme de Cauchy dont f est 'unique solution
La fonction f étant € sur | — 1, 1], on peut dériver :

Vx €] — 1,1, f(x) =arcsin(x) (1 _xz)—%

donc :

(ST

flx)=(1 —xz)% (1 —xz)f% + arcsin(x) <—;> (2x) (1—x%)

[SI[%]

=(1 —xz)_l — xarcsin(x) (1 —xz)
=(1 —xz)_l —xf(x) (1 —xz)_l
Ainsi :
vxe]—1,1[, (1=x)f'(x)+ f(x) =1
En ajoutant la condition initiale f(0) = 0, on en déduit que f est I’'unique solution du probleme de Cauchy sur | —1,1]:
)

(1—x2)y —xy=1 avec y(0)=0
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Utiliser I'écriture de f comme une série entiére dans I'’équation différentielle
Comme on a vu que f est DSE sur | — 1, 1], on sait qu’il existe une suite (a,) de réels, tels que :

Vxe|—-1,1[, f(x) = fanx”
n=0

il s’agit maintenant de déterminer cette suite.

On dérive :
oo
flx)= Z apx" L
n=0
oo
f(x)= Z na,x"~! I
n=1

En faisant (1 —x?)l, — xI;, on obtient :
oo oo
1=(1-x%) Z na,x" ' —x Z anx"
n=1 n=0
Simplifions le membre de droite avec des changements de variables :
oo +oo
(1—x%) Z naX" ' —x Z anx"
n=1 n=0

= Z na,xX" ' — Z na,X 1 — Z ax !
n=1 n=1 n=0

n n n
:Z(n+1)an+1x — Z(n—l)an_lx — Zan_lx
n=0 n=2 n=1
On a posé :

m=n—1 m=n+1 m=n++1

. n=m+1 . n=m-—1 . n=m-—1

leére somme : ) R 2¢me somme : ) R 3éme somme : ) R
nvariede 1 a +oo nvariede 1 a + oo nvariede 0a +oo
mvariede 0a +oo mvarie de 2 a +oo mvariede 1 & +oo

p) Comme souvent, ne pas hésiter & poser ces changements de variables (changer le nom de la variable, etc.), ¢’est trop
souvent source d’erreurs !

On peut donc écrire :
+o0
(1—x)f'(x) —xf(x) = Z ((n+1)aps1 —nap—1) X" +ay +2ax — apx
n=2

Utiliser I'unicité pour déterminer une relation sur les coefficients
On peut donc écrire :

+o0
Vx el —1,1], Z ((n+ Daps1 —nap—1)x"+a1+ (2ay —ap)x =1
n=2
On utilise alors I’unicité du développement en série entiere (sur ’intervalle | — 1, 1| non réduit a un point) :
ar=1
2ay —ag =0
Vn>=2, (n+1)aps1 —na,—1 =0

Ne pas oublier non plus la condition initiale ag = 0.
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Calculer les coefficients
On en déduit a; = 0, puis on utilise la relation :

n
Vn=>2, a1 = ——a,_

= 4y Unt+ n+1 n—1
pour obtenir que tous les termes pairs sont nuls.

R) On aurait aussi pu remarquer que la fonction f est impaire.

On calcule :
Cll:l
2
(13:5
4x2
a pr
T 5x3
_6x4x2
YT 5%3

on trouve alors une relation que I’on démontre rapidement par récurrence :

(2p)(2p—2)...2
2p+1)(2p—1)...1

vp € N*a Q2p+1 =

La récurrence se fait facilement a partir de la relation :

2p+2

Vp=>1, =—
p azp+3 2p+3

azp+1 obtenu en ramplagant n par 2p + 2

(on ne détaille pas la récurrence ici, mais il n’y a pas de difficulté).
On doit donc calculer le produit des nombres pairs et celui des nombres impairs.

R) Vous devez savoir faire rapidement ce calcul classique.
On obtient :

(2p)(2p—2)...2=2Pp!

2p+1)(2p—1)...1=2p+1)! :

(2p)(2p—2)...2

1
— —
(2p+1).2pp!

Si bien que :

2% (p!)?

YN B =i

NB : il faut vérifier que la propriétée est aussi vrai pour p =0 (ie a; = 1).

Conclure
On en déduit le DSE de la fonction f :

. oo 2 2
vre]— 11, B _ g 20 g

Vi & Cp+
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Etude de fonctions définies par une intégrale

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Dans cette fiche, on résume les méthodes pour étudier une fonction définie par une intégrale.

On veut étudier :

RY — R
: 2 ot
0 X +— / e—dt
5 0
+ Définition

La premiere question a se poser est : « Pourquoi cette fonction existe ? », il faut alors refaire sa construction. Cela servira
pour toutes les questions, en particulier la régularité, la dérivation, etc.

On commence donc par noter f la fonction intégrée :

R: — R

/e et

t — —
t

Cette fonction est clairement continue sur I'intervalle R, le théoréme fondamental assure donc I’existence d’une
primitive F de la fonction f sur cet intervalle. On a alors :

Vx>0, ¢(x) = F(x*) — F(x)

La fonction ¢ s’écrit donc comme la somme de x — F(x) et x +— F(x?).
On a bien ’existence de la premiere sur R* , pour la deuxieéme, on a :

Rf — Rf — R
x o X

y = F()
x ————— F(x?)

Ainsi, x — F(x?) existe sur R*, et la fonction ¢ existe bien sur cet intervalle.

La fonction ¢ est donc une fonction implicite définie a partir de F qui elle méme est une fonction dont on n’a pas
I’expression explicite. On sait simplement que F est la primitive de f.

#* Etude de f

Avant d’étudier ¢, il est parfois utile d’étudier brievement f sur R* .

On obtient facilement les points suivants :

* f est décroissante comme produit de fonctions positives et décroissantes (on peut aussi dériver)

1
* f~ <2 —0,
fz:O L 150
2 N .
* f = o(e™"), (f tends tres vite vers 0).
t—+oo
D’ou le tableau de variation.

o0
Variation
de £(1)

On peut aussi faire un dessin de f, en représentant I’aire entre x et x>, pour avoir une idée de la fonction ¢. On remarque
2 x=x(x—1):

0

que ’on integre sur un segment de longueur x
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* lorsque x — 0, la longueur est proche de x, on intégre donc une fonction qui tends vers 4o en 0, avec f(7) ~ % sur un
t—
petit intervalle de longueur x.

* lorsque x — +oo, la longueur est proche de x?, on intégre donc une fonction qui tends vers 0 rapidement sur un grand

intervalle de longueur x.

% Sens d’intégration et signe

Six > 1 on aura x < x%, et donc on intégrera dans le sens naturel. au contraire si x < 1, on a x* < x.En particulier, f étant
positive, on a :

>0 six>1
VxeRY, ¢g(x)est { =0 six=1
<0 six<l1

I On ne peut intégrer des inégalités que dans le cas ou on integre dans le sens naturel.

% Régularité, dérivation

Cette étude du processus de construction de ¢ permets de résoudre le probleme de la régularité ainsi que de dériver. On a
en effet : ¢(x) = F(x?) — F(x).

La fonction f est de classe € sur R, donc la fonction F est aussi de classe 4™ sur R;. Le schéma de composition
précédent assure alors que la fonction ¢ est de classe € sur R}

On peut de plus dériver :

Vx>0, 0 (x) =F(x*) — F(x)
donc Vx > 0, ¢’ (x) =2xF'(x*) — F'(x) = 2xf (x*) — f(x)

% Variations
D’ou
¢'(x) >0 < In2—x* > —x?

—x*—x¥¥-In2<0
Le polyndme X% — X —In2 est un polyndme du second degré dont les racines sont :

{1—\/1+4ln2 1+\/1+4ln2}
2 ’ 2 '
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La seule racine positive est 1+v1+4In2 Vl;‘m, on la note .
Comme on cherche le signe de ¢’(x) pour x > 0, on obtient :

¢'(x) >0 < x €0,V

D’ou le tableau de variation :

x 0 1 NL +oo

Signe de ¢'x) + 2 + 0 -

Variation
de ¢(x) — 0 / \

# Limites
Pour calculer les limites on dispose de deux techniques.
La premiere consiste a utiliser une majoration globale sur I’intervalle. On trouve donc deux fonctions f; et f;, telle que

Ve e [x,x%], f1(t) < f(t) < f2(r)

et donc :

/xx Al)d < 0(x) < / A,

cela est utile si on connait la primitive de f; et f;.
La seconde consiste a encadrer I’intégrale par des rectangles, ce qui revient a la technique 1, en utilisant des constante
pour I’encadrement.

p) Il faut se repérer sur le dessin pour voir si la technique des rectangles va €tre suffisante.

Il faut toujours intégrer les inégalités dans le sens naturel !

Au voisinage de 0 : avec x < 1 etdonc x> <xona:

_ _ 42 _ 4
e et e~

VIG[XQ,X], — < —
t t t
Ici on utilise la premiere technique car on connait des primitives des deux fonctions encadrantes.
On intégre donc entre x> et x (dans le sens naturel), pour obtenir :

_2 " dt x eit2 A dt
e / — </ —dt<e —
2t 2t 2t
e (In(x) = In(x*)) < —9(x) < e (In(x) —In(x?))
|
—In(x)

et donc Vi<, e ™ In(x) < ¢(x) < e In(x).

On obtient : lim ¢ (x) = —co.
x—07"
Au voisinage de 4o : pour x > 1, et donc x < x> on a:
Vr € [x,x%], 0< —
t X
Ici on utilise les rectangles, car sur le dessin cela semble suffisant.
On integre entre x et X2, pour obtenir :
—X

Vx>1,0<¢(x) < %(xz—x) =e “(x—1)

D’ou lim ¢(x) =0.

X—r o0
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#* Equivalent, développements limités
On peut obtenir des estimations en utilisant des encadrements. Par exemple de

Vx <1, e In(x) < ¢(x) < e In(x).
on peut déduire : @ (x) ~ In(x).
X—
On peut aussi utiliser le théoreme d’intégration des développements limités : si f(r) s’écrit :

f(t) =a+bt+ct> +dr* +o(t?)

t—0

alors une primitive F de f s’écrit :

b d
F(x) xiOF(O) +ax+ ixz + §x3 + Zx4 +o(x*)

On en déduit alors le développement limité de ¢.
Ici, on ne peut pas appliquer directement cette technique sur cet exemple en 0, car f n’admets pas de DL en 0.
Enfin, on peut utiliser I’intégration par parties ou les changements de variables pour obtenir des estimations.

Exercice 1 Ona:
Y e ¥ 1
Vx>0, ¢(x) —In(x) :/ —dt—/ ;dt
X X

t
X2,
e —1
[t
X t
—t

Ecrireun DLenOde g: 7 — ¢ en déduire un DL d’une primitive G de g, puis un DL de ¢(x) —In(x) en O.

Correction : Onpartdu DL dee* = 1+u+ ”72 +o0(u?), cela donne :
t

—0
4
- 2, ! 4
=1-—t — 1t
et = + 5 +o(t")
2
e —1 r? 3
g( ) t t—0 + 2 Jro( )
On integre et on compose :
2 4
_ _r L x 4
G(x) x:OG(O) > + A +o(x")
A
G(x*) = G(0)—=+o(x"
x—0 2
au final :
2 x5 4 4
o(x) —In(x) =G(x*) —G(x) = ——<x"+o(x")
=0 2 8
On a obtenu :
600 = In()+ % — x4 ol
= X _— — =
* x—0 2 8x o

Exercice 2 Etudier la fonction ¢ définie par :

2t
. Int

P x—
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Correction : La fonction ¢ est donc définie implicitement : c’est 1”aire algébrique située sous la courbe de la fonction
. 1
fit— gy pourt € [x,x%].
Pour trouver son ensemble de définition, on doit intégrer la fonction f sur un intervalle. On peut par exemple choisir
J1, 4-ool.

p) On peut reprendre cette étude sur O, 1].

Comme f est positive sur |1, 4o et que 1’on integre dans le sens naturel, on peut voir que @ est positive sur |1, +co.

En effet, 1a fonction :

J1,4eo[ — R ) .
I | est continue sur ’intervalle |1, 4-oco|.
=

Elle admet donc une primitive (une infinité de primitives) sur cet intervalle.
Notons F une primitive de f sur |1,+oo[. On n’a pas d’expression analytique de F', mais on a son existence.
On peut alors écrire :

(p:xr—>F(x2)fF(x).

On doit donc trouver I’ensemble de définition de x — F (x?) et x — F(x). On sait que la fonction F est définie sur |1, 4-oo],
on écrit le schéma de composition :

J1,400] — 1,4 — R

x — X2
y o F(
X _— F (x2)

Ainsi, la fonction x — F (x?) est définie sur |1, o],
Par somme, la fonction ¢ : x — F (x*) — F(x) est définie sur |1, 4-oco].

Comprendre comment est construite la fonction permet de comprendre comment on peut la manipuler (ex : la dériver).
Chercher I’ensemble de définition est ici une question fondamentale.

Continuons 1’étude de cette fonction : déja on remarque que f est classe ¢, donc aussi F' donc aussi (par composée)
x—F (xz). Au final, la fonction ¢ est de classe €™ sur |1, +-co[. On peut aussi dériver :

Vx> 1, ¢(x) =F (xz) —F(x)
donc Vx > 1, @' (x) =2xF' (x*) — F'(x)
1

~In(x?)  In(x)
1

On en déduit que la fonction @ est strictement croissante sur |1, +oo].
On peut donc écrire le tableau de variation :

X 1 o0
—+o0
Variation
de ¢(x)
In(2)
. . , e i1 Ldt s
I Attention, la fonction ¢ n’est pas définie en 1. On ne peut pas écrire directement @ (1) = / nr = 0, carf+— - n’est
! . In

pas définie en 1!
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Pour I’étude en +oo, déja la limite est +oo ou une limite finie car la fonction est croissante. Ensuite, on fait une
approximation par des rectangles, pour x > 1 fixé :

! 1
2In(x) " In(z)  In(x)

Vi € [x,x?],

ce qui donne en intégrant pour ¢ € [x,x?] :

X —x X —x
V> 1 < <
=0 21n(x) o) In(x)
x?—

Comme lim
x—+eo In(x)

Pour I’étude en 1 : la limite est un réel positif ou nul.
Il y a plusieurs idées.
La plus simple est de comparer a des rectangles, comme on 1’a fait précédemment :

= +oo,0n a xl_lg}q(p()e) = +oo.

X —x X —x
Vx> 1 < <
> 1S S S T
Orona:
X—x  x(x—1) x—1
In(x)  In(x) x—tln(x)
u p—
u—01n(1+u)

Ainsi :
|
—<lime(x) <1
2 x—1
Une autre idée est de passer par une approximation de la fonction logarithme en 1 :
2

Vu>—1,u—%<ln(1+u)<u

donc:Vr>0,(r—1)— (s _21)2
Se-DE-) <) <(-1)

<In(r) < (r—1)

On passe a I’inverse (pour ¢t > 1) :

1 2
V> 1 < <
TSl S -G -1)

On peut donc écrire pour x > 1 fixé :

<L < 2
t—1 " In(t) = (t—1)(3—1)

vt € [x,x%],

puis intégrer pour ¢ € [x,x?] :

2 2
o dt X dt
1 — < <2 —_—
> ’/x r—1 o) /x (r—1)(3—1)

On calcule :

[ == )
=In(x*-1)+In(x—1) =In(x+1) — In(2)

x—1
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et:

1 IR

(t—l)(3—t)_§t—1+§3—t

et donc :

2/: 0_13153_” —lIn(t—1) = In(3 = )"
=ln(x*—1)-In(x—1)~In(3-x*) +In(3 - x)
zln(x+1)+ln<33__;2>

ﬁln(Z)

Ainsi : lim ¢(x) = In(2).
x—1
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Résolution d’un systeme avec parametres

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Dans cette fiche, on détaille la résolution de 1’exercice suivant :

Exercice 1 Résoudre dans C? (en fonction de m € C)

x—my+m?z =2m
(S) § mx—m?y+mz =2m
mx+y—m?z =1—m.

On remarque que 1’on peut diviser la deuxieme ligne par m.
% On utilise les opérations qui nous arrangent !

% Bien indiquer les cas particuliers. Lorsqu’on les traitera on reprendra le calcul juste avant I’endroit ou on a fait les
hypotheses !
Le systeme est équivalent a :

1 —m m? X 2m L
1 —m 1 yl=[ 2 Lp
m 1  —m? z 1—m I3
1 —m m? X 2m L
0 0 1 —m? y| = 2—2m L —1
0 1+m® —m?2—m? Z 1 —m—2m? I3 —ml;

On écrit: 1 —m—2m? = (m+1)(—2m+ 1) car —1 est racine évidente.
De plus, 2 —2m =2(1 —m), 1 —m? = (1 —m)(1 +m) et —m?> —m> = —m?(1 +m).

% On simplifie les expressions avant de passer a la suite !

Cela donne :
1 —m m? X 2m L
0 1+m> —m?(14+m) y]|=|(m+1)(-2m+1) |
0 0 (I—-m)(14+m)/) \z 2(1 —m) I3
On obtient ainsi, le premier résultat :
sim¢ {1, —1,0,i,—i }, le systeme est de rang 3 et donc admet une solution unique.

% Pensez a indiquer dés maintenant ce résultat : il faut montrer que vous connaissez le cours

I 11 est écrit dans 1’énoncé m € C.

c%mg{L—Laaq}

On suppose donc m ¢ {1, —1,0,i,—i } et on continue le calcul par la méthode de remontée.

1 —m m? X 2m L
0 1+m?> —m*(1+m)| [y =|(m+1)(2m+1)| bk
0 0 (1+m) z 2 1
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Ainsi :

2

Tltm

y :1+1m2 ((m+ 1)(=2m+1) —m?*(1 +m)z)
:1+1m2 ((m+1)(—2m+1)—2m2>

1 (1 ) 1-—
= — —m = —
1+ m? 1+m?

x =2m+my —m’z
m(l—m)  2m?
1—|—m2 1+m
2(1+m)(1+m*)+ (1 —m)(1+m)—2m(1+m2))

=2m+

(l—l—m2 1 +m) (

(l—l—mzl?l—l—m (2 (14+m+m?>+m )+1—m2—2m—2m3)
i )
(1+m2 14m)

On obtient ainsi, la solution dans le cas m ¢ {1, —1,0,i,—1 } :

m’ +3m 1— 2
(14+m?)(1+m) 14+m?> 1+m
% On simplifie les expressions une par une. Attention aux erreurs de calculs !

Il reste les cas particulier.

% On revient en arriere juste avant d’avoir fait les hypotheses !

le systéme devient :

x= 0
0= 0 lasolutionest (0,1,z) avecze C
y= 1

le rang est 2 et le systeme se réduit a

1 -1 1\ [« 2
0 2 —=2||y|l=[-2
0 0 0/ \z 0

La solution est :

y=—1+z
x=y—z+2=1
la solution est (1,z—1,z) avecz € C

le rang est 2 et le systéme se réduit a
1 11 X

02 0](yl=10
00O Z

Le systeme est incompatible et .7 = 0.
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le rang est 2 et le systeme se réduit a

1 —i —1 X 2i

0 0 1+ y|=GE+1)(=2i+1)

0 0 (1-i(1+i)/) \z 2(1—1)
1 —i —1\ [« 2i I
0 0 1 y| =1 (=2i+1) b
0 0 z 2(1—1) I3
1 —i -1 X 2i L
0 0 1 |]|y|=[(2i+1) =h
00 0/ \z 4i I3 —2l,

Comme 4i # 0 I’équation de compatibilité n’est pas vérifiée Le systéme est incompatible et . = 0.

le rang est 2 et le systéme se réduit a

1 i -1 X —2i

0 0 1—i = | (1-i)(2i+1)

0 0 (1+i)(1—-i)) \z 2(1+i)
1@ -1\ [x —2i I
00 1 ||y]=][2i+1 =h
00 2/ \z 1+i 1h

or2i+1# i+ 1, donc le systeme est incompatible.
En conclusion, on a :
zZ€ (C}

ZEC}

e Sim=—1,m=ioum=—i, S =0.

3
1— 2
e Dans les autres cas, . = m o+ 3m , " ,
(I+m>)(1+m)’ 14+m?>" 1+m

. Sim:O,y:{(O,l,z)

. Sim:I,Y:{(l,Z—l,Z)

% Une conclusion précise est attendue. Attention a I’écriture de I’ensemble des solutions !
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Passage d’un mode de représentation d’un sev a
1’autre

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

On commence par présenter ces notions dans K” puis on les étends a K[X].

#% Les deux modes de représentation des sous-espaces vectoriels de R”
Il existe deux modes de représentation d’un sous-espace vectoriel £ de R" :
Par des équations cartésiennes c’est-a-dire que I’ensemble E est donné comme la partie de R” qui vérifie un certain nombre
d’équations. Par exemple :

E={(x,2) ERx+2y—z=0, etx+3z=0}.

L’avantage de cette représentation est qu’il est tres facile de calculer I’intersection de deux sev : il suffit de prendre la
partie qui vérifie toutes les équations. Par exemple, I’ensemble précédent E est :

E={(x,52) € Rx+2y—z=0}N{(x,5,2) € R?|x+3z=0}.

Ce mode de représentation correspond a identifier E et le noyau d’une application linéaire : le sous-espace vectoriel E
de K" s’écrit :

E:{xEK”

f) =0},

ou f est une application linéaire de K" dans K”, avec p le nombre d’équations.
Dans I’exemple, E s’identifie avec le noyau de 1’application linéaire :

f- R — R?
1 (6yz) — (x+2y—2z,x+32)

On peut écrire cela en disant que E est I’ensemble de solutions d’un systeéme homogene (Sy,).
On sait que les solutions d’un systéme homogene forment un espace vectoriel.
Dans I’exemple, le systeme (S;,) correspondant est :

) x+2y—z = 0
(Sh)'{ x+3z = 0

Par des parametres c’est-a-dire I’ensemble des éléments qui s’écrivent en fonction de certains parametres :
F={(a+c,atb+2c,b+c,b+c)|(a,b,c) € RS} .

L’avantage de cette représentation est qu’il est tres facile de trouver une famille génératrice, et ainsi une base, en
enlevant des vecteurs. Par exemple ici :

F = Vect((1,1,0,0),(0,1,1,1),(1,2,1,1)).
que 1’on peut simplifier, en remarquant que : (1,1,0,0)+(0,1,1,1) = (1,2,1,1), en:
F = Vect((1,1,0,0),(0,1,1,1)).

qui est une famille libre, donc F est de dimension 2.
Cette représentation peut-&tre vue comme 1’image d’une application linéaire : le sous-espace vectoriel F' de K" peut
s’écrire sous la forme :

F= {f(x)‘x € KP)
ou f est une application linéaire de K” avec p le nombre de parametres dans K”.
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Dans I’exemple F s’identifie avec I’espace image de 1’application :

f R} — R
"\ (a,b,c) — (a+c,a+b+2c,b+c,b+c)

On peut dire que c’est I’ensemble des seconds membres, tel qu’un systeme (S) ait des solutions : dans I’exemple, le
sous-espace vectoriel F s’identifie avec I’ensemble des 4-uplets (x,y,z,1), tel que le systeme :

a—+c = X
a+b+2c =y
(8) b+c = z
b+c = t

d’inconnue (a, b, ) ait une solution.

Ainsi, on retiendra :
* lorsqu’on veut faire une intersection de sev, on passe par la forme équations.
* lorsqu’on veut déterminer une base ou calculer la dimension, on passe par la forme parametre. Avoir une base
permet aussi de déterminer un supplémentaire.
Il faut donc étre capable de passer d’un mode de représentation a 1’autre.

+* Passage des équations aux parameétres

Pour passer de la forme équation cartésienne a la forme paramétre, on résout le systeme (S;), en considérant les
coordonnées (x,y,z) comme des inconnues. L’ensemble des solutions s’exprime alors en fonction de parametres, ce qui donne
la représentation paramétrique.

On rappelle que la technique est de se ramener a un systeme échelonné et d’utiliser la méthode de remontée.

Par exemple, pour le sev E, on fait :
{ x+2y—z = 0

(Sh) x4+ 3z =0

{ x+2y—z = 0

Ainsi, E = {(—3z,—z,2)|z € R} = Vect(—3,1,1).

+* Passage des paramétres aux équations

Pour passer d’une représentation sous forme paramétrique a une représentation sous forme d’équations, on résout le
systeme (S) avec pour inconnues les parameétres, et pour second membre, des coordoonées génériques. On peut dire que I’on
cherche a exprimer les paramétres en fonction des coordonnées. On met le systeme sous forme échelonnée et apparaissent
alors des équations de compatibilité. Ainsi, le systtme (S) n’a de solutions que si et seulement si le second membre, i.e. les
coordonnées, vérifient certaines conditions. On obtient ainsi les équations cartésiennes.

Par exemple pour F,on a :

(

atc =
a+b+2c =
() b+c =
b+c =

at+c =
b+c = y—
b+c =
b+c =

~ N = o=

~ NR o=

at+c = X
b+c = y—x
0 = z—y+x
0 = —y+x
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Ainsi, le systéme a une solution si et seulement si z—y+x =0, et t —y+x = 0. Si ces équations sont vérifiées, alors le
systeme a une solution, par exemple : a = x, b =y et ¢ = 0. Cette solution n’est pas unique (on retrouve ici le fait que la
famille génératrice n’est pas une base de ). On a donc :

F = {(x,y,z,t) 6R4\z—y+x:0, ett—y+x:0}.

Attention, il est inutile de résoudre le systeme : on cherche les conditions pour lesquels ce systeéme admet une solution,
c’est-a-dire les équations de compatibilité.

# Dans I'ensemble des polynémes K[X]
On va voir comment on peut étendre ces techniques en le adaptant aux SEV des polyndmes.
On peut définir un SEV par des équations :

{PeR3 ) 2)2|P}
£~

PeRs[X )P =0, P(0) = o}

E;3 {PERg[ 1|p

'2)=0, PP(2) = 0}
ou par des parametres :
E, :{aX3+bX2+cX+b‘(a,b,c) € ]R3}
:{ax3 +b(X241) —i—cX’(a,b,c) c R3} — Veet(X3, X2 + 1,X)

Pour passer de la forme équations a la forme parametres, on applique la méme idée : on considere un polyndme qui vérifie
les équations et on cherche ses coefficients (ou ses racines).

Par exemple pour £, on considére P € Ej on a donc P € R3[X] et (X —2)?|P.

Comme P est de degré 3, le quotient est de degré 1, ce qui donne :

3(a,b) € R?, P =(aX +b)(X —2)?
—aX (X —2)*+b(X —2)*

On en déduit une famille génératrice de E :
= Vect(X(X —2)2,(X —2)?)

Cette famille est clairement libre (car de degré échelonnée mais on peut aussi le vérifier rapidement), c’est donc une base de
E, ce qui donne dim(E,) = 2.
Pour E5, on considére un polyndéme P de E>. On a : 0 et 1 sont racines, donc X (X — 1) divise P et P est de degré 3, ainsi :

P=(aX+b)X(X—1)=aX*(X —1)+bX(X —1)
On en déduit une famille génératrice de E :
E> = Vect(X*(X —1),X(X — 1))

Idem, cette famille est libre et donc ¢’est une base de E, qui est de dimension 2.
Pour E3, on peut considere P € E3. On applique la relation de Taylor :

ce qui s’écrit avec les hypotheses sur P :

(X -2)*

P=P2)+-—

P"(2)
On en déduit une famille génératrice de E3 :
E; = Vect (1,(X —2)?)
Encore une fois, cette famille est libre et donc c’est une base de E3 qui est de dimension 2.
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Pour la passage des parametres aux équations, c’est un peu plus complexe, il faut trouver la technique permettant
d’exprimer les parametres en fonction du polynome.
Pour E4, on voit qu’il faut utiliser la formule de Taylor en O : Pour un polyndéme P, on a :

P"(0 P30

P =P(0)+P(0)X + 2( Jx2 4 6( )3

Ainsi,ona:
b= P(0)
5 Je=P(0)
Pe E4 <~ El(a,b,c) S R y b o P”(O)
-2
La condition pour qu’il existe un tel systéme est : P(0) = w.

On obtient alors une écriture de E4 sous forme d’équations :

Ey = {P e Ry [X]‘P(O) = Pﬂz(O)}

p) On retiendra que c’est la méme démarche, mais que les techniques sont plus variées.
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Révisions algebre linéaire

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

#* Espaces et sous-espaces vectoriels

Définition 1.5 Un espace vectoriel E sur K est un ensemble muni de deux opérations :

P’addition interne on peut ajouter les éléments de E : si u et v sont éléments de E, et la somme u + v est un élément de E,

la multiplication externe on peut multiplier les éléments de E par les éléments de K : si u est élément de E, et A € K,
alors Au est un élément de E.

Proposition I11.5 — Espaces vectoriels de référence. L’ensemble K" des n-uplets de K est un espace vectoriel.
L’ensemble K[X] des polyndmes sur K est un espace vectoriel.
Si Q est un ensemble, ’ensemble K (noté aussi .7 (Q,K)) des fonctions de Q — K est un espace vectoriel. En
particulier, ’ensemble des suites K est un espace vectoriel.
Pour deux entiers (7, p), I’ensemble .7, ,(K) des matrices de taille (n, p) est un espace vectoriel.

* Un produit cartésien d’espace vectoriel est un espace vectoriel.
* L’intérét des espaces vectoriels est que I’on peut y faire des combinaisons linéaires : si up,...u, est une famille finie
de vecteurs de E et (i, ..., Q) p scalaires, alors on peut calculer :

P
oiup+...0pup, = Z Ol U, -
k=1

Si E et F sont deux EV, on peut parler d’application linéaire de E dans F.

Définition 111.6 Si E est un EV, un sous-espace vectoriel de E est une partie de E qui est elle-méme un espace vectoriel.
Pour montrer qu’une partie /' d’un EV E est un sous-espace vectoriel on vérifie :
*0cF,
* V(x,y) eF,VA €K, x+Ay€EF.

* Une intersection de sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel, jamais une réunion.

Si .# est une famille de vecteurs de E, alors Vect(.# ) est un SEV de E. C’est ’ensemble des combinaison linéaire des
vecteur de la famille .%.

On peut écrire :

Vect((ui,...,up)) = {er)El(al,...,ap), x= iaiui}
i=1

Plus on ajoute des vecteurs a la famille plus cet espace grandit, mais on peut enlever les vecteurs combinaisons linéaires
des autres.
* Si fe Z(E,F),alors ker(f) (respectivement Im(f)) sont des SEV de E (respectivement de F).
Cela corresponds a la description d’un SEV sous la forme d’équations cartésienne (comme un noyau, les solutions
d’un systeme homogene) ou de parametres (comme une image, I’ensemble des Y tel que le systéme AX =Y admet au
moins une solution).
On passe d’une forme a une autre en calculant la solution du systéme homogene ou en cherchant les équations de
compatibilité du systeme linéaire.
Le théoreme du rang permet de déterminer dans ce cas la dimension du SEV.
* Si Eestun EV et F et G sont deux SEV de E, I’égalité F' = G peut se démontrer simplement par double inclusion
(comme une égalité d’ensemble) mais on a aussi :
— dans le cas de la dimension finie : F = G est équivalent a F C G et dim(F) = dim(G).
— les inclusions {0} C F et F C E sont évidentes !
— Pinclusion Vect(.#) C E se démontre en vérifiant que les vecteurs de .% sont dans le SEV E!
* Si A est une partie de E, alors A* est un SEV de E.

% Somme et somme directe de SEV
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Définition I1l.7 Soit E un EV et F et G deux SEV de E.
On définit F + G comme :

F+G= {u—i—v’ueF,veG}.

Si on considere :

| FxG — E
1 (u,v) — u+v

alors F + G = Im(o).

Le symbole + est donc un opérateur entre SEV de E (a partir de deux SEV on en crée un troisiéme).

* Lorsque I’on sait que x € F + G, alors on sait que x s’écrit sous la forme u+vavecu € Fetv € G.
Pour montrer qu’un élément x de E vérifie x € F + G, il faut construire u € F et v € G, tels que x = u +v. On peut
utiliser une analyse /synthese.

* Dans le cas de SEV engendré par des vecteurs, on a :

Vect(ey,...,e,) + Vect(epyi,...,e,) = Vect(eq,...,e,).

Définition 111.8 Soit £ un EV et F et G deux SEV de E.

On dit que F et G sont en sOmme directe sipour tout x € F + G la décomposition sous la forme x = u + v avec
u € Fetv e G estunique.

C’est-a-dire si ’application ¢ définie ci-dessus est injective.

* C’est équivalent 2 FNG = {0}. C’est généralement ainsi qu’on le démontre.
* Pour indiquer que la somme est directe, on ajoute un décorateur autour de + et on écrit F' & G a la place de F + G.

Définition 111.9 Soit £ un EV et F et G deux SEV de E.

On dit que F et G sont supplémentaires dans E, lorsque 'ona E = F & G.

Cela signifie donc que F 4+ G = E (que @ est surjective) et que F et G sont en somme directe (que ¢ est injective).
Autrement dit que ¢ est un isomorphisme.

On a alors existence et unicité de 1’écriture u + v, ie :

VxeE, A(u,v) EFXG, x=u+v

Dans le cadre de la dimension finie :

e Si E =F @G, soit Z une base de F et € une base de G, alors la famille obtenue en réunissant % et € est une base de
E. On parle de base adaptée a une somme directe.

* Soit # = (ey,... e, €kt1,--.,€p) une base de 'EV E.
On considere les SEV suivants :

F = Vect(ey,...,ex) et G = Vect(efi1,...,ep)

Alors E=F&G.

* Pour trouver un supplémentaire de F' dans E, on part d’une base de F que I’on complete pour avoir une base de E.
L’espace engendré par les vecteurs ajoutés est un supplémentaire de F.

* On a des relations sur les dimensions :
Si F et G sont en somme directe, alors

dim(F & G) = dim(F) + dim(G)
Dans le cas général :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
En particulier :

dim(F) + dim (Fi) = dim(E)
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* On peut montrer plus facilement que F et G sont supplémentaires :

E=F&G < FNG={0} et dim(F)+dim(G) = dim(E)
&= E = F+G et dim(F) +dim(G) = dim(E)

C’est la caractérisation : FNG = {0} et dim(F) 4 dim(G) = dim(E) qui est la plus simple.
* Tout SEV admet des supplémentaires. L’un d’entre eux est unique et particulier, c’est le supplémentaire orthogonal.

1
Si FestunSEV de E, alors F & F- =E.

+* Famille finie de vecteur
Définition 111.10 La famille .# = (uy,...,u,) est liore si la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul est celle
triviale ol tous les poids sont nuls.
C’est-a-dire :

p
V(au,...,0) €K, | Y oui =0 = a1 =0, & =0,...,0, =0
k=1

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

» La famille est libre si et seulement si elle est une base de 1’espace vectoriel qu’elle engendre. On peut aussi dire que son
rang est le nombre vecteurs qu’elle contient.
Une famille est liée si et seulement si au moins 1’'un des vecteurs s’exprime comme une combinaison linéaire des autres,
ie si I’un des vecteurs appartient a I’espace vectoriel engendré par les autres.

* Une famille de polyndmes de degrés échelonnés est libre. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, une
famille orthonormale de vecteurs est libre.

Définition 1Il.11 — Famille génératrice. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E, on dit qu’une
famille (u1,us,...,u,) d’éléments de F est génératrice du SEV F si F = Vect(u1,uz, ..., u,).

Autrement dit si tout vecteur de F' est combinaison linéaire de des vecteurs (u,...,up).
Pour une famille .% = (uy,...,u,) d’'un SEV F, si considere I’application linéaire :
K — F
0 P
(ap,...,00) +— o
i=1
Ona:

@ est injective si et seulement si .# est libre
Im(¢) = Vect(.#)
@ est surjective si et seulement si .% est génératrice de F

¢ est bijective si et seulement si .# est une base de F

* Bases

Définition 111.12 — Base. Une base d’un espace vectoriel E est une famille a la fois libre et génératrice de E.
Il y a existence (famille génératrice) et unicité (famille libre) des coordonnées dans une base.

* Toutes les bases ont le méme cardinal c’est la dimension. Une fois une base choisie, on peut travailler dans £ comme
dans K" en identifiant un vecteur et ses coordonnées.

* On peut construire une base en partant d’une famille génératrice et en enlevant les vecteurs combinaison linéaire des
autres ou bien (moins fréquent) en partant d’une famille libre et en ajoutant des vecteurs qui ne sont pas dans 1’espace
engendré par les précédents.

En conséquence une famille libre contient nécessairement moins de vecteurs que la dimension, et une famille géné-
ratrice contient nécessairement plus de vecteurs que la dimension. Une famille qui a le bon nombre de vecteurs est
automatiquement une base si elle est libre ou génératrice.

Proposition Il.6 — Dimension des espaces vectoriels de référence. La dimension de K? est p.
La dimension de K, [X] est n+ 1.
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I La dimension de .#, ,(K) est n x p.

+* Application linéaire

Définition 111.13 — Application linéaire. Soit E et F des espaces vectoriels. Une application f : E — F est une
application linéaire si elle vérifie les deux propriétés :

V() €EL  flutv) = flu)+f(),

s VxeE, VA €K, f(Au)=Af(u).

L’image par une application linéaire d’une combinaison linéaire est une combinaison linéaire des images. Si f €
Z(E,F)etsi (u1,...,up) est une famille de p vecteurs de E et que (0o, ..., 0,) est p scalaires, on a :

p p
f (2} 0Wi> =Y oif (w).
i= i=1

» Z(E,F) est aussi un espace vectoriel. On peut aussi composer les applications linéaires.

* On définit Im(f) = f(E) I’espace image de f.
L application f est surjective si et seulement si Im(f) = F. En dimension fini, cela se démontre souvent avec le rang
(égalité des dimension) car une inclusion est évidente !
Si E est de dimension finie, on considére % = (ey,...,e,) une base de E, alors on étudie souvent la famille .% =
(f(e1),f(e2),...,f(en)). Cest les coordonnées de cette famille que 1’on met dans la matrice de I’application. On sait
quecette famille engendre 1’espace image

Im(f) = VeCt(f(el)’f(62)7" : vf(en))

On a aussi :

f estinjective <= ¥ est libre
f estsurjective <= .7 est génératrice de F
f est bijective <= .# est une base.

Enfin, cette famille détermine 1’application linéaire (si deux applications linéaires sont égales sur une base, alors elles
sont égales partout !). Ce qui permet de déterminer une application a partir de la matrice.
* On note ker(f) le noyau de f c’est :

ker(f) = {u € E|f(u) = 0} .

L application est injective si et seulement si le noyau est réduit a {0}.
* Rappel des raisonnements algébriques habituels :
— Si on sait que x € ker(f), alors on sait que f(x) = 0.
- Si on veut montrer que f(x) € ker(f), il suffit de vérifier que f(x) =0.
— Lorsque y € Im(f), on saitqu’il existe x € E, tel que f(x) =y
— Tandis que pour prouver qu’un élément y € F appartient a Im(f), il faut construire un x tel que y = f(x).

* Si il existe une application linéaire injective de E dans F alors dim(F) > dim(E). Si il existe une application linéaire
surjective de E dans F alors dim(F) < dim(E). Si il existe un application linéaire bijective (isomorphisme) de E dans
F alors dim(F) = dim(E).

Sidim(E) =dim(F) et f € £(E,F), alorsona:

f est bijective <= f estinjective <= f est surjective

#* Rang

Définition 111.14 Le rang d’une famille .% de vecteurs est la dimension de I’espace vectoriel engendré :
Rg(F)=Rg(uy,...,u,) = dim(Vect(uy,...,uy,))
Le rang d’une application linéaire f € .Z(E,F) est la dimension de 1’espace image :
Rf(f) = dim(Im(f))

Le rang d’une matrice de .7, , est :
¢ le rang de I’application linéaire de R” dans R" associée
* le rang de la famille de p vecteurs de R” associée,
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* le nombre de pivots apres réduction de Gauss.
Ces trois définitions donnent le méme rang. Souvent, on calcule le rang avec la troisieme.

* Une famille est libre si son rang est égal au nombre vecteurs qu’elle contient.
Une famille est génératrice de E si son rang est égal a la dimension de E.
Dans tous les cas, le rang est inférieur a ces deux valeurs.
Une application linéaire est injective si son rang est égal a la dimension de son espace de départ.
Une application linéaire est surjective si son rang est égal a la dimension de 1’espace d’arrivée.
Dans tous les cas, le rang est inférieur a ces deux dimensions.

+* Projecteur et symétrie

Définition 111.15 Soit E un espace vectoriel, qui se décompose en une somme directe. On note £ = F & G.
On appelle projecteur sur F parallelement a G 1’application :

JE — E
Py x — u avecx=u+vetucF,veGqG.

* On sait : le projecteur p sur F parallelement a G est I’'unique application linéaire vérifiant :
Vx€F, p(x) =xetVxe G, p(x)=0
e Ona:p>=pet:

G =kerp et F:Imp:{er]p(x):x}:ker(p—IdE)

Réciproquement, pour montrer qu’un endomorphisme p de E est un projecteur, il suffit de vérifier p> = p. On a alors
directement :Im(p) @ ker(p) = E et p est alors le projecteur sur Im p parallelement a ker p.

Définition 111.16 — Symeétrie. Soit E un espace vectoriel qui se décompose en une somme directe E = F & G.
On appelle symétrie par rapport a F parallelement a G I’application :

E — E
s
x — u—vavecx=u+vetuelF, veG.

Ona
1
s =2p —1Idg ou encore p = E(s—i-IdE)

ou p est le projecteur.
» Onas?>=1Idg et G =ker(s+1dg) et F = ker(s — Idg).
Réciproquement, pour montrer que s est une symétrie, il suffit de vérifier s> = s et on a directement :

E =ker(s —Idg) @ ker(s+1dg)

De plus, s est la symétrie par rapport a ker(s — Idg) et parallelement a ker(s + Idg).

#% Représentation matricielle

Etant donné E et F deux espaces vectoriels de dimension finie : dim(E) = n et dim(F) = m, 2 une base de E et € une
base de F et une application linéaire f € Z(E,F).

On peut associer a f une unique matrice : on met dans cette matrice les coordonnées des images de la base Z dans la
base . On la note : Maty .4 (f).

faire un dessin

Etant donné un vecteur x de E, on peut aussi construire la matrice colonne associée : Mat(x), c’est la matrice des
coordonnées (en colonne).

Etant donné une famille de vecteurs .# = (u1,...,up) de E, on peut aussi construire la matrice de la famille : dans
chaque colonne les coordonnées d’un vecteurs.

faire un dessin

* Les matrices sont un support de calculs : faire des calculs sur la matrice permet de démontrer des relations sur les
applications linéaires :
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une égalité de matrice correspond a une égalité d’applications linéaires,

un produit de matrices correspond a une composée d’application linéaire, une combinaison linéaire de matrices

correspond a une combinaison linéaire d’application linéaire,

une matrice inversible correspond a un endomorphisme inversible.

L’image de x par f correspond au produit AX.

* Cela dépends des bases choisies.
On a les formules de changements de base : pour un vecteur x de E, une application linéaire f € Z(E,F), # et #'
une base de E, € et €’ une base de F.

x = Idg(x) donc Matz(x) = Matg 5 (1d)Matg (x)
f=1dro foldr donc Mat g « (x) = Matg & (Id)Mal‘gy;g (f)Matgg/,gg(Id)

Les matrices Mat g 4 (1d) sont les matrices de passage (de & a #'). Elles contiennent les coordonnées des vecteurs de

S

%' dans la base Z.
En particulier pour un endomorphisme f, les matrices A et B représentent toutes les deux I’endomorphisme f dans
deux bases différentes si et seulement si il existe une matrice P inversible telle que :

B=P AP

* Par contre, étant donné une matrice, on ne connait ni I’espace de départ, ni I’espace d’arrivée, ni les bases. Si on a ces
informations, on peut retrouver I’application linéaire a partir de la matrice, sinon on peut associer a une matrice un
endomorphisme de K" — K™ que 1’on dit canoniquement associé.

On peut ainsi définir le noyau et I’image d’une matrice comme le noyau et I’image de 1’endomorphisme canoniquement
associé.

* Produit scalaire et espace euclidien

Définition 111.17 — Produit scalaire. Soit £ un R-espace vectoriel.
Un produit scalaire est une application ¢ définie sur E x E dans R vérifiant les conditions suivantes.
1. pour tout couple (x,y) de E, ¢(x,y) = ¢(y,x) (symétrie)
2. pour tout x € E, I’application y — ¢(x,y) est linéaire. Pour tout y € E, I"application x — ¢@(x,y) est linéaire
(bilinéarité).
3. pourx € E, on a @(x,x) > 0 (positivité).
4. pourx € E, ona @(x,x) =0 = x = 0 (définie positive).

* Les exemples de références sont :

n
dans R" : <(x1,...,xn),(yl,...,yn)> = Zx,-yi
=1

dans %°([a, 1], R) : (1, g> - / " eVt

* Pour démontrer la positivité et « définie positive », on utilise souvent les arguments suivants :
— la forme canonique : x> + by +cz... = (x+ 2y + 5z)> + ..., en éliminant les variables une par une.
— La somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls,
— L’intégrale d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement si la fonction est nulle.
» On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire espace vectoriel
euclidien. si il est de dimension finie.
* On peut associer la norme : ||x|| = /< x,x > et la distance : d(x,y) = ||x — y|| & un produit scalaire.

Proposition lll.7 La norme associée au produit scalaire vérifie :
V(x,y) € E%, [<x,y>| < [Ixlllly]
Cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont proportionnels, c¢’est-a-dire si et seulement si :
JAEeR, y=AxoudA €R, x=Ayou
* En conséquence, on a I’inégalité triangulaire :

V(x,y) € E, e+l < Ilxll + Iyl
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avec égalité si et seulement si x et y sont positivement liés, ie :
JAeR", y=AxoudA € RT, x=Ay.

On a aussi I’inégalité triangulaire renversée :
V(x,) € B2, [llxll = IIylll < [lx=yl.

et le Théoreme de Pythagore : Deux vecteurs (x,y) de E sont orthogonaux si et seulement si :
e+ 112 =[xl + Iy

% Orthogonalité

Définition 111.18 — Vecteurs orthogonaux. On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si < x,y >= 0.
L’orthogonal d’une partie A de E est :

At :{x €EE, ‘Va €A, <a,x>= O}
:{x €E, ‘Va € A,aLx}
On dit que deux SEV F et G de E sont orthogonaux si
V(x,y) € F x G, <x,y>=0
Définition I11.19 On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement 3 F*.

[’image d’un vecteur x de E par cette projection est appelée le projeté orthogonal de x sur F.
C’est I’élément de F le plus proche de x :

d(x.F) = d(x, P () = inf d(x.y)
ye
Yy € F, d(x,y) > d(x,Pr(x)) avec égalité si et seulement si y = Pr(x).
On a deux moyens de calculer le projeté orthogonal :
* Si on connait une BON (uj,...,u,) de E, tels que les premiers vecteurs (uj,...,u,) forment une BON de F, alors :
p
Pr(x) = Z < uj,Xx > U;.
i=1

* Sinon on résout un systéme d’équations : si 4 = {ey,...,e,} est une famille génératrice de F.
Alors Pr(x) est I'unique vecteur y vérifiant :

yeF, puisque le projeté sur F est un vecteur de F
Vie[l,n], <x—ye>=0
#* Base orthonormée
Soit .# = (uy,...,up) une famille libre de E. Alors, on peut construire une famille orthonormale & = (v,...,v),) telle
que :

Vi e [1,p], Vect(ur,...,u;) = Vect(vy,...,v;i).

Pour cela, on procede vecteur par vecteurs :
* on construit v; en divisant #; par sa norme,
* on construit v, en cherchant un vecteur x = u, + @v; avec & tel que < x,v; >= 0, puis on divise par la norme.
* on construit v;, a partir des précédent, en cherchant un vecteur

i—1
X=ui+0—1vi-1+- -+ 0V =u;+ Z (073Y"
k=1

en choisissant les o pour que < x,v; >= 0. On divise ensuite par la norme.
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* Cela permet de construire des bases orthonormées, ou de compléter des familles orthonormées en des bases orthonor-
mées.
* Avantage de travailler avec une BON % = (uy,...,u,) :six= (x1,...,x,) g ety = (y1,...,yn) 5 alors :

Vi€ [1,n], x; = (x,u;)

n
<xy>=Y xi

i=1
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Exercices : Rappels et compléments d’algebre lin€aire

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

# Famille libre, famille génératrice
Exercice 1 Soit I’ensemble :

F= {f e Z(R,R)|3(ar, B) € R2, Vx € R, f(x) = Occos(x—ﬁ)}

Montrer que F est un SEV de .% (R, R). Donner sa dimension.

Correction : C’est I’occasion de revoir :
cos(x — fB) = cos(x)cos(B) — sin(x) sin(p)
et:
acos(x) +bsin(x) = mcos(x—ﬁ) avec a+ib= /a2 +b%P
On a alors facilement :
F = Vect(x — sin(x),x — cos(x))
Cette famille est libre et donc c’est une base de F'.

Exercice 2 Dans C;3[X], on considére les polyndmes :

P =1+X?

P, =—2X —3X?

Py =1-X+2X>-3x°
Py =1+X+2X?

Ps=3—X+6X>—6X>
Trouver des bases des sous-espaces :

F :VeCt(Pl,Pz), G= VGCI(P3,P4,P5), FNG, F+G.

Correction : C’est 1’occasion de voir que 1’on peut faire des calculs avec les polyndmes ou avec leur coordonnées dans
une matrice.

Par exemple pour montrer que (P;, P;) est libre, on peut résoudre le systéme : aP; + P> = 0 d’inconnue (a, ) € C2, ou
regarder le rang de la matrice :

1 0
0 -2
1 0
0 -3

On obtient : (P, P>) est libre, ¢’est donc une base de F.
On fait de méme pour avoir Ps = 2P; + Py, donc ce n’est pas une famille libre, par contre (P5, Py) est libre, donc base de G.

Ensuite, il faut passer de la forme paramétre a la forme équation. on écrit donc pour un polynéme P = a+bX +cX?> +dX> €
(C3 [X ] :

PcF < 3(a,B)cC? aP,+BP, =P
1 0 a
— 0 2| /(fa\ [P
1 0 B) |c
0 -3 d
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on réduit le systeéme (d’inconnue (o, ) de second membre (a,b,c,d)) et on obtient les équations de compatibilité ie, les
conditions nécessaires et suffisantes sur le second membre (a, b, c,d)) pour qu’il existe une solution. NB : on ne cherche pas
I’expression de (a, B), mais juste leur condition d’existence

On en déduit les équations cartésiennes de F. On fait de méme pour G. On a alors les équations cartésiennes de F N G. 1l
reste a résoudre ces équations pour vérifier que seuls le vecteurs nuls vérifie toutes les conditions. Cela donne : F NG = {0}.
Les SEV F et G sont alors en somme directe, donc une base de F' & G est obtenue en réunissant une base de F et une base de
G, celadonne : (P;, P>, P, Py) base de F & G. An bonus : dim(F & G) =4 donc F & G = C3[X].

Autre méthode : on commence par montrer que (P, P>, P;, Py) est libre. Ensuite soit P € F NG il serait alors combinaison
linéaire de (P, P,), mais aussi de (P3, Py), et donc on aurait les deux écritures :

P=oP +BP,=YyP;+ 0Pk

ce qui donne :

P +BP,—yP;— 6P, =0

et donc (a, f3,7,6) sont nuls et P = 0. Ce qui donne F NG = {0} et la suite.

+* Applications linéaires, noyau et image

Exercice 3 On définit I’application @ de R[X] dans lui-méme en posant :

®(P) = P(X +1)+P(X — 1) —2P(X)

1. Prouver que @ est linéaire et non injective.
2. Déterminer le noyau de &.
3. Soitn > 0. On note le SEV de R, »[X] :

X2R,[X] = {XZPyP €R, [X]}
Montrer que I’on définit une application par :

.{ﬁmm - R,[X]
: P — ®(P)

4. Montrer que g est un isomorphisme.
5. En déduire que P est surjective.

Correction :

1.

3.

4.

Il faut considérer deux polynéme P et Q et o € R et vérifier que (P + Q) = ®(P) + ad(Q).
On peut aussi remarquer que :

a:P—P(X+1), b:P—P(X—1)

sont linéaires et que ® = a+ b —21d.
Les polyndmes constants sont dans ker(®).
NB : il faut calculer I'image des vecteurs de la base de R[X], et donc calcule ®(1), ®(X), etc.

. On résout I’équation : ®(P) = 0 en écrivant P = Y'_ a,X".

On écrit : P = a, X"+ a,_1 X" '+ a,_»X" "2 +.... On vérifie alors que si n > 2, le terme dominant de ®(P) est
n(n—1)a,X"~2 # 0. C’est I’occasion de revoir les raisonnements sur le degré / terme dominant d’un polyndme.

On prouve alors que ker(®) = R [X].

Autre idée : on part de P € ker(®) et on note Q(X) = P(X + 1) — P(X). On voit que Q(X +1) = O(X) ie Q est
périodique de période 1.

On montre alors que Q est constant (ex : avec d’Alembert Gauss : si Q non constant, & est racine on a alors & +n
racine pour tout n € N, d’otu infinité de racines) (autre méthode : Q est borné sur R).

On note alors Q = « si bien que P(X + 1) = P(X) + a. On recommence avec R(X) = P(X) — aX qui est aussi
périodique.

On écrit de méme X?P = a,X"*? +a, 1 X"t +a, X" +.... On vérifie alors que ®(X>P) € R,[X] en raisonnant sur
le degré et terme dominant. D’ou la définition de 1’application.

On vérifie que cet endomorphisme est injectif, il est alors bijectif car dim(X?R,[X]) = dim(RR, [X])
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5. Soit P € R[X], on note n = deg(P). On a alors :
10 € R, [X], g(X*Q) = B(X*Q) =P
X?2Q est donc un antécédent a P par .

% Somme et produit de SEV
Exercice 4 Soit E un K-espace vectoriel et Ay, ..., A, des scalaires distincts deux a deux (avec n > 2). On considere
feZ(E).
Montrer que les n SEV (ker(f — AldE))efy ) sont en somme directe.
Indication : procéder par récurrence.
Dans le cas ou E est de dimension finie, donner une relation sur les dimensions de ces espaces.

Correction : La démonstration se fait par récurrence sur p. On note P(p) la proposition : « Si A1,...,A, sont des valeurs

propres deux a deux distinctes alors les sous-espaces propres E (u),Ep, (u),...,E; (u) sont en somme directe ».
Initialisation pour p = 2 : Soit deux valeurs propres A, et A, distinctes. On veut montrer que E,, (u) NE,,(u) = {0}.
Pour cela, on consideére x € E; (1) NEj, (). On a alors :

u(x) = Aix et u(x) = Apx

et donc A;x = Axx ou encore (A; — Ay)x =0, comme A; # A, on obtient x = 0 et donc E, (u) ® Ej, (u).
Hérédité : Soit p fixé tel que P(p) est vraie. On considere donc Ai,...,A,,A,.1 p+ 1 valeurs propres distinctes.
On doit montrer que Ey, (u), Ez, (u),. .., E; (1), Ey,,, (u) sont en somme directe.

p
Pour cela, on considere (x1,...,x,,Xp+1) € HEK,-(“) vérifiant :
i~

p+1

ZX,’ =0
i=1

On applique u, ce qui donne :

p+1 p+1 p+1
u Z xi=0]=0ie Z u(x;) = 0 ou encore Aixi=0
i=1 i=1 i=1

On a donc deux « lignes » :

p+l p

in =0 ie in—l—po =0

i=1 i=1
ptl p
Z Aix; =0 ie Aix; + lerlXer] =0
i=1 i=1

On fait [ <— [, — A,,11/; pour obtenir :

g

(A,,' - Afp#»l)-xi =0
=1
€Ly, (u)

En appliquant I’hypothese de récurrence, on obtient :
Vie[1,p], (A —Ap41)xi =0etdoncx; =0car A; # Ay .

On en déduit alors que x,41 = 0, puis que la somme est directe. D’ou I’hérédité.
On en déduit la relation suivante sur les dimensions :
n
dim (&}, Ey,) = ) dim (Ey,)
i=1

et comme @7 E, C E, on en déduit :

dim (E;,) < dim(E).
1

n
=
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Exercice 5

Soit (f1,..., fn) des endomorphismes de E avec E un K-espace vectoriel tels que :

fit ot fo=1dg
v(l?])e [[1,1’1]]27175] - infj:0

n
Montrer que pour tout i € [1,n], f; est un projecteur et que @Im( fi)=E.
i=1

Correction : Soit i € [1,n], on a alors :

fiofi= fio <1dE—ij> — froldg = f;
J#i

Donc f; est un projecteur.
Soit x € E, alors :

x = Id(x) :ifxx)

n
ce qui donne : Zlm(f,-) =E.
i:1 . . .
Il reste & prouver que la somme est directe. Pour cela, on considere xi, ..., x, vérifiant :

Vie [1,n], x; € Im(f;), et xi+-+x,=0
On applique alors f; ce qui donne :

0=fi(x1+-+x) =x+ Y fi(x))
i

Orsi j #1i,0onax; € Im(f;), donc x; s’écrit x; = f(a;) et donc fi(x;) = fi(fj(a;)) =0.D’ot x; = 0 et la somme est directe.

% Puissance d’une matrice carrée
Exercice 6 Calcul de puissance par division euclidienne

0 0 O
SoitA=1|-2 1 -1
2 0 2

1. Calculer A® —3A% +2A. A est-elle inversible ?
2. Quel est le reste de la division euclidienne de X" par X* —3X? +2X ?
3. En déduire A" pour n € N.

Correction :
1. On a par calcul :

0 0 0 0 0
AP=[-4 1 -3 AdA=-8 1 -7
4 0 4 8 0 8

On peut ensuite voir que det(A) = 0 (il y a une ligne nulle), ou raisonner par I’absurde : si A inversible, alors
A% —3A+2I =0 ce qui n’est pas le cas (coef haut gauche).

2. Tl faut écrire : X3 —3X? +2X = X(X?> —3X +2) = X(X — 1)(X —2). Soit n € N, on sait qu’il existe (a,,bn,c,) et O,
tels que :

X"=0,X(X —1)(X —2) +aX*+b.X +cp

on obtient ¢, = 0 (en évaluant en 0), a, + b, = 1 (en évaluant en 1) et 2" = 4a, + 2b,, (en évaluant en 2). D’ou les
valeurs du reste :

a,=2"1-1 b,=2-2""1 cp =0.
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3. On aalors :

VneN, A" = a,A> +b,A

Exercice 7 Calcul de puissance par bindome de Newton

-1 a a

SoitA=| 1 —1 0 |,ouaestunréel quelconque.
-1 0 -1

Vérifier que (A+15)° =0.

En déduire A" pour n € N.

Correction : On calcule :

0 a a 0 O 0
A+L=|1 0 0 (A+LLY? =10 a a
-1 0 0 0 —a —a

puis on écrit A = —I3 + (A + I3) et on applique la relation de Newton !
On obtient :

VneN,A" = (=1)"B+ (1" 'n(A+ 1) + (—1)""(”2_ Dasny

Méthode alternative. Ecrire la division euclidienne : pour tout n € N, il existe P € R[X] et (e, B,7) € R?, tels que :
X"=(X+1)P°PX)+aX*+BX+y

On évalue en —1 pour avoir une relation : @ — B +y = (—1)", puis on dérive puis on évalue en —1 pour avoir une deuxieme
relation. —2a + 8 = n(—1)""! et puis on dérive une deuxi¢me fois et on évalue en —1 pour avoir : 2t = (—1)"n(n—1).
Au final :

A=y A (e <—1 + ”<”2_ D)

. +n(2—n)>

Exercice 8 Noyaux itérés et endomorphisme nilpotent

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
On note :

Ay = ker (fk) pour k € N
1. Montrer que :

VkeN, Ap C Agai

2. Montrer par I’absurde qu’il existe p entier naturel tel que A, = A, .

3. Soit p un entier naturel tel que : A, = A, 1, montrer alors que Vn > p, A, = A,.

4. Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre r, c’est-a-dire tel que :
fr=0etf1£0

Soit k € [1, r]], montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel E; de E, tel que :

A=A 1 DE;

5. Vérifier que Vk € [1,r], Ex # {0}.

r
6. Montrer que @Ek =F

k=1

1. Six € Ay, alors f¥(x) = 0, en conséquence f**!(x) =0 et donc x € Az, .
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2. La suite (dim(A)) est une suite d’entiers naturels croissante et bornée par dimE. Elle est donc stationnaire et ne peut
pas étre strictement croissante.

3. On montre par récurrence sur n > p : & (n) : «A, = A, ». C’est évident pour n = p.
Soit un 7 fixé tel que #(n) est vrai. Montrons que A, | = Ap.Onaalors: A, CA,y1,doncA, CA, . Soitx € Ay .
On a alors : f""(x) =0, et donc f"(f(x)) =0, donc f(x) € A, =A, et donc x €A, =A,, et x € A,. Ainsi :
Aur1 CAp. et ’hérédité et la conclusion.

4. Ap_y estun SEV de Ay, donc il admet un supplémentaire dans A;. On note E; ce supplémentaire.

5. Par I’absurde, supposons qu’il existe k € [1,r], tel que Ex = {0}. Ce qui signifie que Ay = Ax_;. On a alors en appliquant
ce qui précede : Vn > k,A, = Ay_,, et en particulier A, = A;_;, et donc E = A_; ce qui signifie que f*~! =0, et est
en contradiction avec f"~! £ 0

6. Ona:

E :Ar :Arfl @Er
=A, »PE,_|PE, = ...
=AyBE & - BE,

On doit faire une récurrence finie pour remplacer les ... et on conclue avec Ag = {0}.

#* Projecteurs et symétries
Exercice 9 Crochet de Lie et projecteur
Soit p un projecteur d’un espace vectoriel £ de dimension n.
Soit :
(p.{ Z(E) — Z(E)
' f — pof—fop
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de .Z(E).
2. Montrer que pour f € Z(E) :

[ €ker(@) < (f(Im(p)) CIm(p) et f (ker(p)) C ker(p))

o2

Montrer que @ = @.
4. On suppose que p est un projecteur de rang r. Déterminer la dimension de Im ¢ et ker ¢@.

Correction :
1. On considere (f1, /2) € (Z(E))* et o € K, on vérifie alors que :

o (fit+af)=e(fi) +ae(f)

2. On procede par double implication. Supposons que f € ker(¢). On sait alors que po f = fop, ie p et f commutent.
Considérons y € Im(p), montrons alors que f(y)Im(p), ce qui est équivalent a p(f(y)) = f(y).Orona:

p(f(y)) =pof(y)=fop(y)=f(py)=f).

Considérons maintenant x € ker(p) et montrons que f(x) € ker(p). Pour cela, on calcule :

p(f(x) = f(p(x)) = f(0)=0

D’ou I'implication.

REM : c’est en fait un résultat du cours : si deux endomorphismes commutent : le noyau de 1’un est stable par I’autre.
Pour la réciproque, on suppose que ker(p) et Im(p) sont stables et on montre que f et p commutent.

Soit x € E, on décompose x sous la forme x = u+ v, avec u € Im(p) et v € ker(p). Notons que avec 1’hypothese :
f(v) € ker(p) et f(u) € Im(p). On a alors :

<

=

=
[

p(f)+p(f(v)) = f(u)

d’ol po f(x) = fop(x) et comme x est quelconque, cela prouve que les deux endomorphismes commutent.
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3. 1l faut calculer ¢ o ¢ puis @>.
Ona:

¢ : fr—po(pof—fop)—(pof—fop)op
——pof—2pofop+fop
puis :
@’ : fr—po(pof—2pofop+fop)—(pof—2pofop+fop)op
—pof—pofop—(—pofop+fop)
——pof—fop

4. Onalm(p)@ker(p) = E, et on fixe une base A de E adaptée a cette somme directe et on travaille avec les matrices
plutdt qu’avec les endomorphismes.
Onavuque: f € ker(¢) < Im(p) et ker p sont stables par f. Ainsi :

f eker(p) <= Maty(f) est diagonale par bloc avec un bloc r x r et un bloc (n—r) x (n—r)
Donc dim(ker(@)) = r? + (n — r)? = 2r> — 2rn+ n?. Par théoréme du rang :
dim(Im @) = n* — dim(ker(¢)) = —2r2 +2rn
Exercice 10 Soit p et g deux projecteurs tels que p + g soit un projecteur.

1. Montrer que pog+go p = 0 puis que pog = qop = 0.
2. Montrer que : ker(p +¢) = ker(p) Nker(g) et Im(p+¢) = Im(p) + Im(q)

Correction :
1. Onsait (p+q)o(p+q)=p+gq,or:

(p+q)o(p+q)=p+pog+qgop+q

Ainsi: pog+qop=0.
On compose cette relation par p a gauche :

pogq+pogop=0donc pog=—pogop
puis a droite :

pogop+qgop=0doncgop=—pogop

Ainsi: pog=qgop=0.

2. Soit x € ker(p) Nker(g), alors p(x) =0 et g(x) = 0 donc (p + ¢g)(x) = 0. D’out une inclusion. Soit x € ker(p + q),
alors p(x) = —¢g(x). on applique p, cela donne p(x) = —poq(x) = 0 avec ce qui précede, on applique ¢ pour obtenir :
gop(x) =—q(x) =0.D’ou x € ker(p) Nker(g), et I’égalité.

Soity € Im(p+gq), alors y s’écrity = (p +q)(x) = p(x) + ¢(x) € Im(p) +Im(g). D’ou I’inclusion.
Soit maintenant y € Im(p) +Im(g), alors y s’écrit sous la forme y = p(a) + g(b) avec (a,b) € E2. On applique p, ce

qui donne : p(y) = p(a), on applique g, ce qui donne ¢(y) = ¢(b). On peut donc écrire : y = p(y) +q(y) = (p+4q)(y) €
Im(p + ¢g). D’ou Iinclusion réciproque et la conclusion.

Exercice 11 Soient f et g deux endomorphismes d’un K-ev E.

Montrer que : ( fog= fetgo f = g)sietseulement si f et g sont des projecteurs de méme noyau.

Correction :
On suppose que f et g sont des projecteurs de méme noyau. On note G le noyau commun donc et on peut donc écrire :
E=1Im(f)®GetE =1Im(g)® G On aalors pour x € E. On a les décompositions :

x=g(x) +x—g)
~N S

€lm(g) €G

= fx) +(x—f(x))
~ —
elm(f) €G
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donc :

) =f(8(x)+ (x—g(x))) = fog(x)
et donc f = fog. Par symétrie (ou en refaisant) : g =go f.
D’ou I'implication.
On suppose maintenant que f = fogetg=go f. Onaalors :
fof=fogof=fog=f
gog=gofog=gof=g

Ainsi f et g sont des projecteurs.
De plus si f(x) =0, alors :

g(x) =g(f(x)) =g(0)=0

et si g(x) =0, alors :

f(x)=f(g(x))=f(0)=0
D’ou ker(f) = ker(g). Et I'implication réciproque.

Exercice 12 Soit p et g deux projecteurs qui commutent, p o g est la projection sur F parallelement a G.

Déterminer F et G en fonction de Im p, Imgq , ker p et kerg.

Correction : Essentiellement il s agit de déterminer ker(pogq) et Im(pogq).
On sait que :

F =Im(pog) =Im(gop) =ker(pog—Id) =ker(gop—Id)

G =ker(pogq) =ker(qop)
Pour x € ker(p), on a pog(x) = go p(x) =0, donc ker(p) C ker(pog). Clairement de méme : ker(g) C ker(pogq).
Ainsi : ker(p) +ker(g) C ker(pogq).

Montrons donc que G = ker(p) +ker(g). On a déja vu : G D ker(p) +ker(g). Montrons I’inclusion réciproque.
soit x € ker(pogq) On écrit :

£ = 2 (p() 3 0) + 2 (00— p(0)
Ona:

q(p(x)+x—q(x)) =0et p(q(x) +x—p(x)) =0
Soit x € ker(pogq)

Montrons que F = Im(p) NIm(g).
Soit x € F, on a donc x = p(g(x)) donc x € Im(p) et x = g(p(x)) donc x € Im(q)
Soit x € Im(p) NIm(qg), alors p(x) = x et g(x) = x, donc pog(x) =xdoncx € F.

Exercice 13 Soit p et g deux projecteurs d’un espace vectoriel E tels que go p = 0.

1. Montrer que f = p+ g — p o g est un projecteur.
2. Montrer que :

ker(f) = ker(p) Nker(q) et Im(f) = Im(p) +Im(q)

Correction :
1. Oncalcule fo f

fof=(p+q—pog)o(p+q—poq)
=p+qgop—pogop
+pog+q—pog
—pog—qopog+pogopogq
=p+q—poq=1f
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2. Soit x € ker(p) Nker(g) alors p(x) =0 et g(x) =0 et donc f(x) =0
Soit maintenant x € ker(f), on a alors :

p(x)+q(x) = pog(x)

on compose (2 gauche par g). Cela donne :
q(x) =0

on en déduit que pog(x) =0 et donc que p(x) =0 et au final : x € ker(p) Nker(q).

Soit y € Im(f). On sait alors que y s’écrit sous la forme : y = p(x) + ¢(x) — p o g(x) pour un certain x € E.
On écrit alors :

y=px—gq(x))+ q(x) €Im(p)+Im(q)
——
€lm(p) €lm(q)

REM : autre méthode p(y) =yetg(y) =ydonc f(y) =y+y—y=y.
Réciproquement, supposons y € Im(p) +Im(g). On sait alors :

3(a,b) € E*, y = p(a) +q(b)
Calculons f(y) :
p(y) =p(a)+poq(b)
q(y) =4(b)
poq(y) =poq(b)
f)=p()+4() —poq(y) =pla)+q(b) =y
* Changement de base et matrices semblables

3 -1 1
Exercice 14 Soit f € Z(R?) de matrice {0 2 0 | dans la base canonique.
1 -1 3

Déterminer la matrice de f dans la base B’ = ((1,0,—1), (0,1,1),(1,0, 1))

Correction : il faut appliquer la formule de changement de base du cours. Le plus simple est de passer par I’identité.
On obtient :

3 3 -3\ /3 -11 1 01 200
0 1 0 0 2 0 1 0)J=(0 2 O
1 11
5 —35 3 1 -1 3 -1 1 1 0 0 4
Autre idée (plus facile mais non universelle) :
F((1,0,—1)) =2(1,0,—1)
F((0,1,1)) =2(0,1,1)
f((1a0>1)):4(170a1)
1 2 3 4 1 1 00
01 2 3 0110
rcl 5 1 g = - ()
Exercice 15 Les matrices A 00 1 2 etB 00 1 1 sont-elles semblables ?
0 0 0 1 0 0 0 1

Correction :

I Aucun résultat dans le cours permet facilement d’affirmer que deux matrices sont semblables. Seule la réduction permet
éventuellement de le faire facilement.

On peut vérifier qu’elles ont méme trace, méme déterminant et méme polyndme caractéristique. Mais apres cela, il faut
construire a la main le changement de base.

Chercher une matrice P telle que AP = PB revient a résoudre un systeme 16 x 16 avec de plus la condition P inversible.
C’est donc impossible en pratique.
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11 faut revenir a la définition en cherchant ' = (e}, ¢}, ¢}, ¢}) une base de K* telle que :

Comme ici les matrices sont triagulaires supérieures, on cherche chaque vecteur un par un. Voici un exemple de solution :
/
¢; =(1,0,0,0)

1
5 =(0,=,0,0

€ ( 190 )

31
——,—,0

87 4) )
s 3
16" 8’8
Il faut ensuite bien vérifier que 1’on a trouvé une base.

Il existe une autre méthode, qui s’explique par la théorie. On peut écrire :

6/3 :(0’

ey =(0,

B=L+N e A=L+2N+3N>+4N>=I1,+C

ott N* = 0. et en notant C = 2N + 3N +4N*, on constate que C> # 0 et C* = 0. Ainsi, en notant u endomorphisme associé C
et en choisissant x un vecteur tel que u>(x) # 0. on constate que (u(x),u?(x),u(x),x) est une base de R* (exercice classique
de premiere année = étude des endomorphismes nilpotents). La matrice de u dans cette base est N. Ainsi, NV est semblable a C,
et donc il existe P € Gl4(R), telle que N = P~!CP. Ainsi :

PlAap=P (L +C)P=L+P'CP=1,+N=B.

Exercice 16 Soit p la projection de R* sur :

F ={(x,y,z,¢) € R*|x+y+z+1 =0} parallelement 2 G = {(x,x,x,2x)|x € R}

1. Déterminer (ej,ez,e3) base de F.
Onnote es = (1,1,1,2).
2. Donner la matrice de p dans la base ¢ = (e, ez, e3,€4).
3. Utiliser cette matrice et une matrice de passage pour trouver la matrice de p dans la base canonique.

Correction :
1. C’est un exemple classique de passage d’un mode de représentation d’'un SEV a un autre. On peut par exemple prendre :

e1=(1,-1,0,0) e=(1,0-1,0)  e3=(1,0,0,—1)

REM : ¢4 est base de G.
2. On aalors :

1000
0100
Matz =106 0 1 0
0000

3. Il faut utiliser la matrice de passage de la base canonique a €.

#* Equations linéaires

Exercice 17 Déterminer toutes les suites réelles (u,),en Vérifiant :

(R) Vn €N, w0 —3up1 +2u, =5.
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[
Correction : Si on considere @ (uy,) — (un42 — 3unt1 + 2u,) c’est une application linéaire.
On a ker(@) est ’ensemble de suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
On trouve facilement :

ker(@) = Vect((1),en, (2")nen)

Il faut ensuite trouver une solution évidente, ici une constante ne suffit pas (méme phénomene que pour les équations
différentielles). On monte d’un degré et on trouve que —5n est solution évidente.

* Trace
Exercice 18

1. Montrer qu’il n’existe pas de matrices A et B de .#,(KK) vérifiant :
AB—BA=1,.

2. Soient deux matrices A et B vérifiant AB— BA = A. Montrer que A n’est pas inversible.
3. Soit A telle que Rg(A) = 1, montrer que A% = Tr(A)A.
4. Dans cette question, on suppose que K = R, soit A telle que Tr(A”A) = 0. Montrer que A = AT = 0.

Correction :
1. On applique la trace, cela donne 0 = n.
2. OnaB—A"'BA =1I,, donc Tr(B) — Tr(A~'BA) = n or Tr(B) = TR(A~'BA) puisqu’elles sont semblables. Ainsi :
0=n.
3. Les colonnes de A sont proportionelles. On écrit donc A = [A,C, A,C, ..., A,C], autrement dit :

1

C
A=CLouL=(A4 A ... A)etC= ’

Cn

en calculant A2, cela donne : A2 = Tr(A)A, car LC est un réel égal a Tr(A).
Autre idée : la réduction. A est de rang 1, donc X"~ ! divise ya, donc x4 = X"~! (X —tr(A)). Si la trace est non nulle,
alors A est diagonalisable et A = PDP~! avec P = diag(Tr(A),0,...,0) et donc D> = Tr(A)D, d’oli la valeur de A%,
Si la trace est nulle, alors A est triagonalisable (car polyndme caractéristique scindé). A = PUP~! Il n’y a qu’une seule
colonne non nulle dans U, ce qui permet facilement de vérifier que U? = 0. D’o1 la résultat.

4. 1l faut vérifier que Tr(ATA) = Y1, Y7_ a;;*. C’est du cours.

Exercice 19 Soit ¢ une forme linéaire sur .#,(K) (ie une application linéaire de .#,(K) dans K). Montrer qu’il existe
une matrice A € ., (K) telle que :

VM € M,(K), (M) = Tr(AM)

correction :
analyse : si A existe alors en calculant @(E; ;), ona:

O(Eij) = Tr(AE;;) = aj;

Synthese : on pose donc la matrice A comme ci-dessus, on constate que pour une matrice M = (m;;) quelconque :

n n

TI”(AM) = Z mijajl-
i=1j=1
n n n n
oM) =YY mijoE;) =YY mija
i=1j=1 i=1j=1

D’ou I’égalité.
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Exercice 20 Soit (E,- j) ~la base canonique de .#,(RR), ie E; ; est la matrice dont le coefficient en (i, j) est 1 les autres
l7.]

sont nuls.
1. Calculer EijEkl'
2. Soit ¢ une forme linéaire sur .#,(R) (ie une application linéaire de .#,(R) dans R) telle que :

V(A,B) € (#,(R))*, 9(AB) = @(BA).

Montrer que @ est proportionnelle a la trace.

Correction :
1. EijEkl =0si ] 75 k. Si ] = k, ona: E,‘jEjl = Eil-
On peut le prouver en représentant les matrices et en faisant le produit. Sinon avec le produit matriciel :

n

Elekl Z ’Jac

or [E; j]a,c est non nul que pour ¢ = j tandis que [Ekl]ab est non nul que pour ¢ = k. Donc si k # j il n’y a que des termes
nuls.
Pour k = j. On a un seul terme non nul lorsque a =i et b = [ qui vaut 1.

2. On voit que sii## j:

¢(Eij) = ¢(EiErj) = ¢(ErjEi) = ¢(0) = 0 en choisissant k quelconque
et pour tout k € [1,n] :
¢(Eii) = ¢(EiEri) = @ (ExiEri) = ¢(Ew)

Ainsi pour une matrice A = (a;j) :

;Z’ w9 (E (Z%) (Eny)

# Polynébmes d’'un endomorphisme, d’'une matrice

Exercice 21 Soitn € N, tel que n > 2 et M € .#,(R) vérifiant M?> = M*. On note I, la matrice identité de taille 7.

1. Calculer (I, +M)(M?* — M?).
En déduire que si I, + M est inversible alors M? = M>.
2. Trouver deux polynémes U et V tels que :

(1+X)U+ (X*-X’)V=1.

3. Montrer que si M? = M3 alors I, + M est inversible.
Calculer dans ce cas I’inverse de [, + M comme polynéme en M.

Correction :
1. On vérifie que

(I, + M)(M* —M?) =M* —M* =0

Ainsi, si I, + M est inversible, alors elle est simplifiable 2 gauche et donc M> — M? =0
2. REM : c’est une relation de Bezout entre deux polyndmes. Il y a plusieurs techniques (identifications, etc).
On peut faire la division euclidienne de X*> — X3 par 1+ X pour obtenir :

X=X =(-X*+2X-2)(1+X)+2
donc :
(I+X)(X*—2X +2)+ (X*—Xx%) =2

et on peut donc poser U = %Xz —X+letV= %
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3. en évaluanten M,ona :
(L +M)U M)+ (M* = M) V(M) =1,
Si M? — M3 =0, cela donne :
(Li+MUM) =1,
et donc I, + M est inversible avec (I, + M)~ = iM% — M +1,

Exercice 22 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € .Z(E) vérifiant u® = Idg.
1. Si K =R, montrer que E = ker (u — Idg) @ ker (u* + u+1dg).
2. Si K = C, montrer que E = ker (u—Idg) @ ker (u — wldg) @ ker (u — @ldg), ol @ est un nombre complexe a
déterminer.

Correction :
1. Soitx € E, avec : x € ker (u—Idg) Nker (u? + u+Idg). On a alors :

u(x) =x et u?(x) +u(x)+x=0

ce qui donne 3x = 0 et x = 0. D ol la somme est directe.
On considere x € E.

p) Cette partie n’utilise pas w =1y
Analyse : on suppose x = a+ v avec a € ker (u—Idg) et v € ker (u2 +u —HdE). Alors :

x=a-+v
u(x) =a-+u(v)
u?(x) =a+u*(v)

D’ol 3a = x + u(x) +u?(x). d’olt la valeur de a puis la valeur de v.
Synthese : on pose donc : a = % (x+ u(x) +u? (x)) et v=x—a. Ona alors : x = a+ v de maniere évidente.
Montrons que : a € ker (u—Idg) Ona:

u(a) :% (u(x) + 1 (x) + 1 (x))
1
3

(u(x) +u? (x)+ x)

Montrons que : v € ker (u2 + u+IdE). Ona:
v=—(2x—u(x) —u*(x))
(2u(x) — u?(x) —x)

(2u2 (x) —x—u(x))

<
—~
<
~—
Il
W] = W] = ] =

En faisant la somme, on a bien v+ u(v) +u*(v) = 0.
2. 1l faut poser @ = j.
On peut adapter la technique précédente : on considere (a,b,c) € ker(u — Id) x ker(u — jId) x ker(u — j*Id) vérifiant :

a+b+c=0

on applique u et u? :

a+b+c=0
a+jb+j*c=0
a+t j?b+jc=0
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on fait alors les opérations :

Iy + I + I3 pour avoir 3a =0
I, + jl, + j*13 pour avoir 3¢ = 0
I, + j*1, + jl3 pour avoir 3b =0
On fixe ensuite x et on fait une analyse synthése pour trouver (a,b,c) € ker(u —Id) x ker(u — jld) x ker(u — j*Id)
vérifiant : x =a+ b +c.
Analyse : on applique u et u” :
a+b+c=x
a+ jb+ j?c=u(x)
a+ j2b+ je = u*(x)

on fait alors les opérations :

I; + I + I3 pour avoir 3a = x + u(x) + u(x)
I1 + jl, + j*13 pour avoir 3¢ = x+ ju(x) + j2u?(x)
Iy + j2lo + jI3 pour avoir 3b = x + j2u(x) + ju®(x)
Synthése : on vérifie rapidement que ces valeur existe et conviennent.
Une autre idée consiste a écrire : u est diagonalisable car il annule un polynéme scindé & racines simples.

Ces valeurs propres sont a chercher dans {1, j, j*}.
Supposons que ces trois valeurs sont valeurs propres, alors :

E=E|OE;®E car u est diagonalisable.

ce qui est le résultat demandé.
Supposons qu’il n’y ait que {1, j} qui soit valeurs propres (et pas j?). On a alors :

E=E ®EjetEp={0} doncdeméme: E=E| OE;QEp
Les autres cas sont symétriques.

p) Ladémonstration par la réduction n’est valable qu’en dimension finie.

#* Formes linéaires
Exercice 23 Soit f et g deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel £ de dimension n > 2 telles que

ker(f) = ker(g).
Montrer que f et g sont proportionnelles.

Correction : ce résultat est du cours. Il a ét€ démontré en cours.
Comme f n’est pas nulle, elle est surjective et donc il existe xq tel que f(xp) = 1. On a alors :

E =Xker(f) ®vect(xp)
En effet, si x € E, on peut écrire :
x = (x— f(x)x0) + £ (x)x0
On a donc aussi
E =ker(g) ®vect(xg)
Si x € E, on décompose x sous la forme :
x=u+ axpavecu € ker(f) et € K
on a alors :
f)=a et g(x)=ag(x)
On a donc : g(x) = f(x0)f(x) pour tout x € E et f(xo) ne dépend pas de x.
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Exercice 24 Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N* et (f7,

Montrer I’équivalence des propositions suivantes :
1. La famille (fi,..., f,) est libre.
2. L’application :

!

E — Cr
X (fl(x)7"'7fp(x))

est surjective.

3. il existe une famille (xi,...,x,) € E? telle que :
fik) o filxp)
1 [#
fp(x1) oo JliEs)
Correction :
Montrons que | = 2.
On va travailler par récurrence sur p. On note & (p) la proposition : « Pour une famille (fi,..., f,) de forme linéaires sur
E,si (fi,...,[p) estlibre alors @ est surjective »

..., fp), p formes linéaires sur E (p > 2).

Pour p = 1, la famille (f;) est libre si et seulement si f] est non nulle si et seulement si ’application x — fj(x) est

surjective.

Montrons le résultat pour p = 2. Supposons (f1, f2) famille libre, en particulier f, est non nulle, on considere alors x; tel
que (1 x tel que fo(x) =1

Considérons p fixé, tel que Z(p) est vraie.

Déja, comme la famille (fi,..., f,) est libre, il est clair qu’aucune des applications linéaires n’est nulle. On considere
alors la famille (x;);c[; pj construite de telle maniére que :

Vie IILP]]? fi(xi) =1

Montrons que la famille :

(x1,...,xp) est libre

Par I’absurde, on suppose qu’il existe (Ai,...,4,) tels que :

/l])C]—i-'”—i-Qprp:O

Montrons que 2 = 3. Comme ¢ est surjective, on peut trouver xi, tel que (fi(x1),...,fp(x1)) = (1,0...

xy tel que : (fi(x2), ..., fp(x2)) = e2, etc. Cette famille convient.
Montrons que 3 = 1. On considere une combinaison linéaire qui donne O :

Mifi+---+A,f, =0( ie la forme linéaire nulle)

on applique en x; ...

Mfi(x)+--
Mifie) + -

A fi(xp)+--

ce qui s’écrit :

fi(xr)

fp(x)

x, (dont on a supposé I’existence). Cela donne :

+ ;Lpfp (X]) =0
+ lpfp (XQ) =0

+ Apfp(xp) =0

fil)\ [
: - | =0
Tr(xp) Ap

Comme la matrice est inversible, cela donne que les (4;) sont nuls
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Exercice 25 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (fi,..., f,) une famille libre de formes linéaires sur E (avec

p € N*) et f une autre forme linéaire.
Montrer I’équivalence suivante :

P
(ker(f;) C ker(f) <> f € Vect(fi,...,fp)

i=1

Correction :
Pour le sens =, on procéde par récurrence pour montrer le résultat suivant : &?(p) : Pour toute famille libre (fi,..., f,)

une famille libre de formes linéaires sur E, il existe x1, ,x,, p vecteurs de E, tels que :
1 sii=j
0 sinon.

V(l,]) € [[lap]]v fi(xj) = {

REM :
Pour la réciproque : supposons qu’il existe (4;...4,) € K? tel que f s’écrit :

f=Mfi++fp

soit x € NF_, ker(f;), alors :

fx) =M fi(x)+---4+A, fr(x) =0
iy g

donc N2, ker(f;) C ker(f).

Exercice 26 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux vecteurs distincts de E. Construire une forme

linéaire @ sur E telle que @ (u) # @(v).
Indication : construire une base & = (ey,...,e,) de E tel que e; = u—v.

Correction :
On construit donc la base 4 ce qui est possible puisqu’on compléte le vecteur non nul (et donc la famille libre), u — v.
REM : on s’est en fait ramener au probleme suivant : soit un vecteur w non nul, trouver une forme linéaire non nulle en w.
Considérons 1’application suivante :

QO x=(X1,...,X%) 5 X]|
Alors @ est une forme linéaire. qui vaut 1 en e, donc telle que ¢(u —v) = 1 en particulier ¢(u) # @(v).

% Exercices de concours
Exercice 27

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.
Montrer que pour tout k € [1,n]], si (H;)1<i<x est une famille hyperplans de E, alors

k
dim (ﬂH,) >n—k
i=1
2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit f € .Z(E). On suppose qu’il existe n hyperplans de E,
n
H,,...,H, stables par f et tels que ﬂHi ={0g}.

i=1
Montrer que f est diagonalisable.

Correction :
1. On considere pour i € iilk, f; une forme linéaire telle que H; = ker(f;). On construit alors :

4 e i)
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On a alors :

k

ker(f) =) Hietrg(f) <k

i=1

ainsi :
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Fonctions génératrices

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

+ Définition
Définition 111.20 Soit X une variable aléatoire discréte 2 valeurs dans N.

—+oo
La série génératrice de X est la série entiere | Y p(X =n)r" | notée Gx.
n=0

Proposition I11.8 La série génératrice de X a un rayon de convergence noté Ry au moins égal a 1.
On a de plus :

Vit G] —Rx,Rx[, Gx(l) :E(tx)

Enfin, la série entiere Gx converge normalement sur [—1, 1].

~+oo
Démonstration. On sait que Z p(X =n) =1 ainsi, le rayon de convergence est au moins égal a 1.
n=0
La formule Gy (t) = E(¢X) provient directement du théoréme de transfert (#* est une variable aléatoire composée).
Comme le rayon est a moins égal a 1, on sait qu’il y a convergence normale sur tout segment de | — 1, 1], on va montrer

qu’il y a convergence normale sur [—1,1] :
Vie[-11], [p(X =n)"| < p(X =n)
et Y p(X = n) converge, d’otl la convergence normale sur [—1,1]. [ |

* On appelle fonction génératrice de la variable aléatoire X la fonction # — Gx(t). Cette fonction est au moins
définie sur | — 1, 1| puisque le rayon de convergence de la série est au moins égal a 1.
En fait, on voit que Gx (1) = 1 et que la série Gx(—1) converge absolument. Donc cette fonction est définie au moins
sur [—1,1]. Comme il y a convergence normale sur [—1, 1], la fonction génératrice est continue sur [—1, 1].
Notons aussi que Gx(0) = p(X =0).

* On peut aussi définir la série génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans une partie finie de N, c’est alors un
polyndme.

Proposition 1.9 La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice Gy.
Autrement dit, deux variables aléatoires qui ont la méme fonction génératrice ont la méme loi.

~+oo

Démonstration. C’est I'unicité du développement en série entiere de la fonction ¢ —— Z p(X = n)t", puisqu’on a vu que le
n=0

rayon est strictement positif. |

R ) Ainsi, on calcule parfois la fonction génératrice pour avoir la loi.

+ Lien avec I'espérance et la variance

Proposition 11l.10 La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et seulement si : Gx est dérivable en 1. Dans ce
casona: E(X)=G%(1)
La variable aléatoire X admet une variance V (X) si et seulement si : Gx est deux fois dérivable en 1. Dans ce cason a :
E(X(X 1)) =Gx(1)
et donc V(X)=E(X(X — 1))+ E(X) — (E(X))?

=Gy(1) +Gy(1) - (Gx(1))?
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On retrouve tres facilement ces résultats

Vt €] — Rx,Rx|, Z p(X
donc Vt €] — Rx, Rx|, Z np(X !
en particulier Gy (1) = Z np(X =n)=E(X) siRx > 1.
De méme :
Vr €] — Ry, Rx]|, Z p(X —1)" 2
en particulier G¥ (1 Z p(X n(n—1) si Ry > 1
= Z nn—1)p(X=n)=EX(X—1)) avec le théoréme de transfert

enfin V(X) = <X2> (E(X))? = E(X(X — 1)+ E(X) — (E(X))?
=G (1) +Gy(1) — (Gx(1))?

La seule difficulté de la démonstration est de prouver que I’on peut faire ces dérivations dans le cas ot Ry = 1. Conformé-
ment au programme, on admet ces démonstrations.

p) En particulier, si on prouve que le rayon de convergence de la série génératrice est strictement supérieur a 1, alors les
hypotheses sont clairement vérifiées.

Cette proposition a un intérét que si on écrit la fonction génératrice Gy sans le symbole somme (ie si on a reconnu
le développement d’une série entiere d’une fonction usuelle). Dans ce cas, on dérive 1’expression obtenue pour avoir
I’espérance.

Bien retenir la relation : V(X) = E(X(X — 1))+ E(X) — (E(X)).

+# Fonction génératrice d’'une somme de variables indépendantes

Proposition Ill.11 Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N indépendantes. On a alors :
Gxiy = Gx x Gy ausens ol R,y > min(Ry,Ry) et Vz € C, |z| < min(Rx,Ry) = Gx+v(z) = Gx(2)Gy(2).

Démonstration. On a en utilisant les probas totales avec le SCE associé a X :

~+o0
Vt e ]—Rx+y,Rx+y[, Gx.y(t) = Z p(X+Y =n)t"
n=0

:f (ip(X:kﬂank)) t"
n=0 \ k=0

dans cette écriture, on a enlevé les termes nuls.
On utilise alors I’'indépendance pour écrire :

n=0

Vt € |-Rxyv,Rx1v[, Gx4r(t) Z (ZPX k)p k)) "

C’est donc le produit de Cauchy des deux séries entieres :
oo oo
Gx =Y p(X=n)" et Gy=) p¥Y=
n=0 n=0
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D’apres les propriétés du produit de Cauchy des séries entieres, on obtient que le rayon de convergence Ry .y de la série
entiere Gy .y vérifie :

Rxty > min(Ry,Ry)
etona:

Vz € (C, |Z’ < min(Rx,Ry) — Gx+y(Z) = Gx(Z)Gy(Z).

|
p) Laréciproque est fausse : on peut avoir Gxy = GxGy et X et ¥ non indépendante !
* On peut aussi remarquer que a 7 € R fixé, tel que || < min(Rx,Ry) ona:
X+Y
Gx+y(l) =F (l + )
=E (t*)E (t") par indépendance des VAR ¥ et r¥
=Gx (1)Gy (1)
On a une généralisation au cas d’une somme finie de variables aléatoires indépendantes.
Proposition 1ll.12 Soient X1,..., X, des variables aléatoires discrétes a valeurs dans N indépendantes. On a alors :
Gx, +..+x, = Gx, ...Gx,
au sens ol :
RX1+---+X,, > min (RX1 ooo ,RXn)
et:
Vz € (C, ’Z| < min(RX] gooa ,RX") — GX1+--~+Xn (Z) = GX] (Z) e GX,, (Z)
* Cette proposition est trés utile dans le cas ou on cherche la loi de la somme.
% Cas des variables aléatoires finie
Pour les variables aléatoires finies vues en premiere année, la fonction caractéristique est un polynome.
Proposition I11.13 Soit X ~ % ([1,n]), alors on a :
t (1=1"
1 ={=—— sit#1
Vit ER, Gx(t) = —(t+£2+---+1") = n<1—t> 7
" 1 sit=1
Démonstration. On a clairement :
VieR, Gx(t)==-) 1t
=
On reconnait une série géométrique de raison ¢ |

On peut retrouver E(X) = " et V(X) = "21_1 sur cet exemple :

1 n
Gy(t) ==Y k!
iz
1 1
et donc Gy (1) :;Zk:n—; =E(X)
k=1
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et ensuite :

1 n
et donc GY% (1) == K —k
-1 (£4-4)
1 (/n(n+1)(2n+1) n(n+1)
n 6 2
_(m+1(@2n+1) n+l
N 6 2
On a obtenu :
(2 1 1
E(X(X 1)) = (n+1)(2n+1) n+
6 2
et donc :

V(X)=E(X(X — 1)) +EX) — (E(X))?
_(4 D@t ntl gl (nt1)?

6 2 2 4
_(n+1) (2n4+1 n+1
T2 < 3 2 )
C(n+1) (n—1\ n*—1
2 ( 6 )_ 12

p) Dans ce cas, le seul intérét est de présenter les calculs : on aurait fait les mémes calcul en calculant directement V (X).

Proposition I1l.14 Soit X ~ %(p), alorson a :
Vi eR, Gx(t)=1—p+pt
On retrouve en particulier E(X) = pet V(X) = p(1 —p)
Démonstration. Onap(X =0)=1—petp(X =1)=p,d’ou:
Vi eR, Gx(t)=(1—p)+pt

Ainsi, Gy (1) = p, G%(1) =0.
Donc E(X)=pet

V(X)=E(X(X—1))+EX)— (E(X))’
=p—p*=pq

Proposition I11.15 Soit X ~ %(n,p), alorson a :
Vi €R, Gx(t)=(1—p+pt)"
On retrouve en particulier E(X) =np et V(X) =np(1 — p).
Démonstration. On a :
- (1 k ok
VieR, Gx(1)=)_ (k) )
=(1—p+pt)"
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On en déduit :
Vi €R, Gy(t) =pn(1 —p+pt)"!

et donc G (1) = np.
On a aussi :

Vi € R, Gy(t) =p*n(n—1)(1 —p+pt)" 2
et donc G (1) = p?n(n— 1) ce qui donne :
V(X) =n(n—1)p*+np—(np)’

=np((n—1)p+1—np)
=npq

p)  On peut aussi écrire X = Y7 | X;, ou X; ~ #(p) sont indépendantes. En conséquence :

Gy (1) = [ TG (6) = (G ()" = (1 — p+ pr)"
i=1

* Exercices
Exercice 1 loi géométrique tronquée

Soit n un entier naturel on considére une piece telle que la probabilité d’avoir pile est p €]0, 1.
On fait n tirages Pile/Face en s’arrétant au premier Pile ou au bout de »n tirages si il n’y a pas eu de Pile.
On note X la variable aléatoire définie ainsi :

X = 0si pas de Pile, X =iouiestlerang du premier Pile.

Donner la loi de X, sa fonction génératrice, son espérance et sa variance.

Correction: Ona:

Vie[L,n], pX =i)=p(FiNFKN---NF_1NF)
=4 'p
d’autre part, p(X =0) = ¢".
Ainsi :

n
Vi €R, Gx(t) =¢"+Y pq 't
i=1

_n p < i
=q"+=) (tq)
qi2

1-"q"
:n f
arp ( 1—1q >

Vit eR, Gy(t) = L=1'q" " ! +pqt(1—1"q") :
= —n J— —
Ox0) =p | T pa T e ok

On dérive :

Cela donne :

177



Pour la variance il faut dériver une deuxieme fois. On commence par simplifier :

vVt €R, Gy(t) =p L=y —npq”t"; +pgt(1—1"q")——
PoX 1—1q 1—1q (1—1q)?
p

= igr (-1 =1"¢") = ng't"(1 —19) +41)
= ((1—tq)"q"(1—n)+1)

Cela donne :

Vi € R, Gy (1) _(12_12)3((1 C1g)"g (1 —n)+ 1)+

ﬁ (—qtnqn(l —n) + (1 —tq)nt”_lq"(l —n))

Ce qui donne :
2q
(

G (1) =4 pd"(1—n)+ 1)+ (=g (1 )+ png’ (1 —n))

14

il reste alors a calculer la variance.

Exercice 2 Extrait de Centrale PSI 2019

On dispose d’un stock infini de boules noires et blanches. Une urne contient initialement une boule noire et une boule
blanche. On effectue une suite de tirages selon le protocole suivant :

* on tire au hasard une boule de ’'urne ;

* on replace dans I’urne la boule tirée ;

* on ajoute dans I’urne une boule de la méme couleur que la boule tirée.
On définit la suite (X, ),cn de variables aléatoires par Xy = 1 et, pour tout entier n > 1, X,, donne le nombre de boules
blanches dans I’urne aprés n tirages. On note g, la fonction génératrice de la variable X,. On rappelle que g,(t) =

o0
Y P(x, =k)t".
k=0

Q 1. Déterminer les lois de X;, X, et X3 puis les fonctions g, g> et g3.

Q 2. Soient n et k deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Etablir que

k—1 n+l—k
PX, | =k—1)+———=
n+1 (Kt )+ n+1

P(X, =k) = P(X,_1 =k).

Q 3. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 et tout réel ¢,

12—t

= mg;,l(t) +gn-1(t)

gn(t)

Q 4. Démontrer que, pour tout entier n € N* et tout réel 7,
que, p

1 ka
1.
n+1 /5~

Q 5. Identifier la loi de X,, et donner son espérance.

gn(t) =

Correction :
1. Notons d’abord qu’il est assez clair que pour tout n € N, on a X,,(Q) = [1,n+ 1] (le cas ot X,,(®) = n+ 1 correspondrait
a une expérience ol I’on a tiré systématiquement une boule blanche).

L’éveénement (X; = 1) est I’événement : « tirer une boule noire au premier tirage » tandis que I’événement (X; = 2) est
I’évenement : « tirer une boule blanche au premier tirage ». Puisque I'urne a initialement une boule blanche et une
boule noire (donc deux boules au total), et qu’on présume le tirage uniforme, on a donc :

P(X;=1)=P(X; =2) = ~.

Ensuite, d’apres la formule des probabilités totales, appliquée au systeme complet d’événements ((X; = 1),(X; =2)) :

Vk € {1,2,3}, P(X2 :k) :P(Xl = I)P(Xlzl)(XZ = k)+P(X1 = Z)P(X]:Z)(XZ = k).
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OrPX;=1)=P(X;=2)= % d’apres ce qui précede, et il y a X; boules blanches dans I’urne apres le premier tirage,
pour trois boules au total (et donc 3 — X; boules noires). Cela nous permet de calculer les différentes probabilités
conditionnelles : pour que (X, = k) se réalise, il faut que (X; = k— 1) se réalise et qu’on tire une boule blanche au
deuxieéme tirage, OU que (X; = k) se réalise et qu’on tire une boule noire au deuxieme tirage. Nous avons donc :

PXa=1) = %P(Xlzl)(xzzl):%xz’;l:%7 o
P(X2=2) = ;(Px=nX2=2)+Px-(X2=2))=5(3+%3%) =73,
P(X;=3) = JPx_p(Xa=3)=3x35=1}

Le méme raisonnement que ci-dessus implique :
Vk € ﬂ1,4ﬂ, P(X3 = k) = P(Xz =k— I)P(Xzzkfl)(XZ = k) +P(X2 =k— I)P(Xzzk)(X3 = k).

pour que (X3 = k) se réalise, il faut que (X, =k — 1) se réalise et qu’on tire une boule blanche au troisieéme tirage, OU
que (X, = k) se réalise et qu’on tire une boule noire au troisieéme tirage. Or il y a X, boules blanches dans 1’urne apres
deux tirages, pour quatre boules au total (et donc 4 — X5 boules noires). On en déduit :

P<X3: ) — %P(Xz 1)(X3—1) % 4‘1;1:%7 1 1 s 1
P(X3=2) = ? (P(X2:1)<X3 =2) +P(X2:2)(X3 = 2)) = ? (g + E) _ %,
P(X3 = 3) — § P(XZ*Z)(X:; — 3) +P(X23:3)(X3 = 3)) — § (Z + %) — Z
P(X3 =4) Px-3Xs=4)=3x7=1
En résumé :

Vk € {1,2}, PX,=k) = 1

vke {123}, P=k = 5,

Vk € [1,4], PXs=k) = L

Le calcul de leurs fonctions génératrices est alors immédiat :

2

gi(t) = YL PX =ki=1(t+1?),
k=1
3

vie[-1,1], { &) = Y PXa=ki*=5(+7+1),

k=1
4

ga(t) = kglP(X3 =kt =1+ +3+1%),

. Soient n et k deux entiers naturels non nuls. Pour obtenir la relation demandée, on reprend le méme raisonnement que
pour X, et X3 : pour que (X, = k) se réalise, il faut que (X,,—; = k— 1) se réalise et qu’on tire une boule blanche au
n-ieme tirage, OU que (X,_ = k) se réalise et qu’on tire une boule noire au n-iéme tirage. Si (X,—; = j) se réalise avec
J & {k—1,k}, alors il est impossible de réaliser I’évenement (X, = k).

Orily a X;,,_; boules blanches et n 41 — X,,_; boules noires dans I’urne apreés n — 1 tirages, pour n 4 1 boules au total.
On en déduit, en utilisant la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évenements ((Xu—1 = j)) jef1 4 *

( n—k) ( n— l—k_l)P(X,H:k—l)( n—k)+P( n— l—k)P(X,,,]:k)(Xn:k)

k1 -
T X, —k—1)+ HTP(X,H — k), 4.3)

n+1

d’ou le résultat.

. Les variables aléatoires X,,, pour n € N, sont a support fini, donc les fonctions génératrices sont des applications
polynomiales, et sont en particulier définies sur R. Soientz € Retn € N\ {0}.

Pour tout k € N'\ {0}, on multiplie la relation (4.3) par , et on somme la relation obtenue pour k allant de 1 & 0. On
obtient alors :

e k-1 En+1—k
P(X, =k)i* = =k—D"+ Y ————P(X, | =k)*
l; ( n ; n ( n—1 ) l; n+1 ( n—1 )
+oo 1 & &
=k—1)F+ — 1 —k)P(X,_1 = k)t
n+1Z X1 " n+1k§(”+ JPXn1=4)
1 w o
= kP(X,,,l =)+ (n+1) Y PXy = k)t = Y kP(X,y = k)it
n+1\= k=1 k=1
. _’fkp k)t"*%fp(x =
n+1 = nl =
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(nous pouvons bien scinder la somme en deux, puisqu’elles sont en vérité finies et il n’y a pas de probleme de
convergence). La seconde somme du membre de droite est g,_1(¢) par définition d’une fonction génératrice (notons
~+oo
quon a P(X,_; =0) =0). La premiere somme est la dérivée de t — Z P(X,_1 = k)t* = g,_1(¢). On en déduit :
k=1
2 _

gn(t)_ +lgn 1()+gn—1(t)’

ce qu’il fallait démontrer.
. Pour tout n € N\ {0}, soit P, la proposition :

1
«VtER, gu(t)= e pIRAES
k=1

Nous allons démontrer qu’elle est vraie pour tout n € N\ {0} par récurrence sur n.
Sin =1 alors elle est vraie, d’apres le calcul de g, effectué dans la question 1. D’ou 'initialisation.
Soit n € N'\ {0} tel qu’on ait P,. D apres la question précédente :

2
- —t
vVt €R t) = " (t t).
ER. gun(n) = —8)(1) +8.(0)
Or, d’apres P,,ona:
1 n+1k n+1 1
VtcR, gut)=——Y ¢t etdonc:VteR, g (t)=—=Y k"* '

On en déduit :

1 _tn+l n+1

VER, gu(t) = ZktlirZ
_ 1 rlz:ktk“—’iktk—i—(n—i—Z)rftk
n+1n+2\ /= =

k=1
n+1 n+1

n+2
b (B ot T o B

k=1 k=1
n+1

1 1 5 n+1
= (n+ D)2 =Y - (n+2) Y

k=1 k=1
n+1

1 1
s (oo B

k=1
1 n+2

1
+——xm+1) Y -
T+l nt2 ( )kg

On a donc bien :

n+2 k
vVteR
€ K, gn+1 n+2 Z

et pour tout n € N\ {0}, P, implique bien P, ;.
Nous avons démontré I’initialisation et I’hérédité de la proposition P,, donc elle est vraie pour tout n € N\ {0} par
principe de récurrence. C’est-a-dire :

1 n+1 .
vn € N\ {0}, Vr € R, t)y=——) t".
neN\{0) @)= X
. De I’expression de la fonction génératrice ci-dessus et de I'unicité de ses coefficients, on déduit :
1
Vn e N\ {0}, Vk € [1,n+1], PX,=k)= e
n

On voit que pour tout n € N'\ {0}, la variable aléatoire X,, suit une loi de probabilité uniforme de paramétre n+ 1. Le
calcul de I’espérance est alors un résultat de cours :
n+2

vneN\{0}, E(X,)="3
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* Cas des lois usuelles sur N

Proposition .16 Soit X ~ ¢ (p), alors sa série génératrice est :

t 1
L de rayon de convergence Ry = 1, > 1

= T=a=p) ~

Démonstration. On a :

oo o0
Gx(t)=) p(X=ny"=}Y p(1—p)"'t"
n=l1 n=1
Série géométrique de raison : (1 — p) et de premier terme pt. Le rayon est donc : Ry = ﬁ, et:
pt pt

Yt E] *Rx,Rx[, Gx(l)

T1-t(1-p) l1—qt

On retrouve en particulier le résultat :

I Proposition l1l.17 Si X ~ ¥(p), alors E(X) = % etV(X)= %

Démonstration. En dérivant, on a :

p(1 —qt)+ pgt 4
V¢ €] — Ry, Rx|[, G (t) = =
] X X[? X() (l—qt)2 (l—qt)2
et donc :
p 1
Gy(1)= = —
x( (1-¢9? p
dou E(X) =1
On a aussi :
1
Vi €] = Rx,Rx[, Gx (1) =p(-2)(—q¢) +——= =2pqg——
€] —Rx,Rx[, Gx(t) =p(=2)( q)(l—qt)3 P —qr)3
et donc :
1 q
Gll 1 :2pq7:27
X( ) (1_q)3 p2
Puis :
1 1
vix)=2L - =
p p p
1 q
== 2q+p—-1)=—.
pz( ) p2

Proposition 111.18 Soit X ~ Z?(A), alors sa série génératrice est :
Gx(t) = M=) de rayon de convergence Ry = +oco.
On retrouve en particulier I’espérance E(X) = A et la variance V(X) = A.

Démonstration. On a :

oo llk '
Gx(t)=Y e ot
k=0 :
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I’application de la régle de d’ Alembert donne que le rayon de convergence de cette série entiere est +oo. On a alors :

B oo ()Ll k
Vi € R, Gx(r) =e A/{Z{)k‘)

:eileh — e/l(zfl)'
En dérivant :
Vi € R, Gy (t) =Ae D
etdonc Gy (1) =A = E(X)
Vi € R, G () =A% D)
et donc Gy (1) =A* =E(X(X — 1))

On obtient ensuite :

VX)=EXX-1)+EX)—EX)*=A*+A1-A*=1

I On retrouve aussi que si X ~ (1) etsi Y ~ Z(u) sont indépendantes, alors X +Y ~ Z(A + ).

On utilise le résultat sur la fonction génératrice de la somme de deux variables aléatoires indépendantes :
Vi € R, Gx4y (1) = Gx(t)Gy(t) = DRI = (AH1)(=1)

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre A + p. Ainsi : X +Y ~ Z (A + ).

% Exercices
Exercice 3 Soit x un réel strictement positif et X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N dont la loi de probabilité

est définie par :

1 2n

x
VneN, p(X=n)= ohx (20)1

1. Calculer sa série génératrice Gx a I’aide de fonctions usuelles.
2. En déduire son espérance et sa variance.

Correction :
1. On obtient :

1 +oo x2n ;
Ox(t) =Gy (g 2n)!’ )

le rayon de convergence est +oo
Dans le cas ou ¢ > 0, cela donne :

vt R, Gx(t) :L (Jrzoo (X\/E)2n> _ ch (v/7x)

chx \ = (2n)! chx

Dans le cas ou ¢t < 0, cela donne :

v xy/—1)*" cos(y/—tx
VIER+, Gx(t) :% (Z(_])n( é;;) ) _ (\/72‘ )
n=0 .

2. On dérive :

Vi e RY, Gx(1) :xzilgiﬁ)
1 X X 1
Gy (1) :m <ch (xV1) % sh (xv/) M)
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. SN _ _ 2 2_ 1 _ sh _
Rappel : on a les relations : ch’ = sh, sh’ =ch,ch® —sh” =1, = 3, 1-2

Ce qui donne :

Il reste alors a calculer la variance :

V(X) =E(X(X = 1)) +E(X) - (E(X))*

=7 (1-2(x)) +t5- Z(x)
Xz X X
aeney T2 3w

Exercice 4 Soit X une variable a valeurs dans N.

On pose p, = p(X =n) etr, = p(X > n), et on note G la série génératrice de X.
1. Quelle relation a-t-on entre la série ¥ p, et la suite (r,),en ?
2. On considere la série entiere Y r,t".
Montrer que son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.
1-G(1t)

3. Pour [t| < 1, on pose H(t Z rat". Montrer que H (1) = 1

Correction :
1. Pour n € N, r, est le reste de la série convergente (vers 1) Y pj,.
2. La suite (r,) tends vers 0, donc R > 1.
NB : on ne sait pas que X admet une espérance et donc on n’a pas I’hypothése ) r, converge.
3. 1l faut écrire pour || < 1:

(1—-1)H Zrnt —Zrt"+1

—r0+z —I'n— lt —l_pO_ant —1_G<)

n=1

Exercice 5 Soit n € N, et ¢ une permutation de [[1,n] représentée par le n-uplet ¢ = (G(l), ey G(n)).

Pour i € [1,n]], on dit que &(i) est un maximum provisoire de o si :

o (i) = max (0'(1),...,6(1'))

Exemple : sin=6¢t 0 = (2,5,4,1,6,3) présente des maximums provisoires en 6(1) =2, 6(2) =5et o(5) =6 et
Interprétation : on tire les  jetons de [1,7] un a un sans remise jusqu’au dernier, et on constate qu’au tirage i, on a
un « record » : un nombre plus grand que tous ceux obtenus précédemment.
1. Quelles sont les permutations pour lesquelles le nombre de maximums provisoires est 1 (resp. n).
Si k est un entier compris entre 1 et n, on note M, ; le nombre de permutations ayant kK maximums provisoires.
2. Déterminer M, 1 et M,, ,,.
3. On suppose n > 3. Montrer que pour tout k € [2,n— 1],

Myg=n— 1M,y +My_1 41

On pourra, pour une permutation ¢, discuter suivant que 6(n) = n ou non.

Dans la suite on désigne par X, la VARD représentant le nombre de maximums provisoires de [1,7].
4. Justifier que X (Q) = [1,n]
Si Gy, désigne la fonction génératrice de X,,, que vaut Gy, (1)?
6. Exprimer P(X, = k) a I’aide de M, .

2
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7. Montrer :
t —1
Vi €R, Vn >2,Gy (t) = <+’;> Gx, ,(t)

8. En déduire Gy, () pour tout n € N*
9. Donner la loi de X4. Déterminer Gy, et en déduire E(X4) et V(Xy4).
10. Déterminer E(X,) sous forme d’une somme. Déterminer lim E (X;,).
oo

Correction :

1. Le nombre de maximums provisoires est 1 si 6(1) = n. Le nombre de maximums provisoires est n si ¢ = (1,2,...,n).
2. My = (n—1)!et M, , = 1 d’apres ce qui précede.
3. Onnote :

My ={0 € L(n)|o a k maximums provisoires }
A={o € M, ;|o(n)=n}
B :{G € '/ln,k|6(n) 7£ n}

on a :.#, ; = AUB union disjointe.
Les éléments de A s’identifie aux éléments de .7, —; auquels on a ajoute  a la fin. donc Card(A) = M, 4.
Pour les éléments de B, on fait un choix successif
* choix de o(n) : c’est un entier de [1,n— 1],
* choix du reste de la permutation ce qui s’identifie avec le choix d’une permutation de .#,_ x
Ainsi, on obtient : Card(B) = (n— 1)M,_1 4.
D’ou la relation.

4. évident. Pour avoir X, = k, il faut prendre (n —k+ 1,...,n,, %, %, %...).
5. G,(1)) =1 cours.
6. p(X,=k)=
7. On part de :
t+n—1 e )/ SRR =y S
- G 1) = —71,1 7~,tl+1
< n ) %1 (1) ; n! +; n!
n—1 n—1
M,; . M
_ r:,ltl_z nl'llt+p I+Z l’llll_l,_]
i— i—
] Mn 1,i—1 n 1, 1
=Gy, (1) = p(Xy =n)i" = ) =1+ Z i

i=2

On fait ensuite un changement de variable pour avoir :

n— n—2
n 1,i—1 , n 1,i ,+1 Mn—l,i—l i Mn—l,i i+1 Mn—l,n—l n
- t'+ -y et £+ t
Z Z l; n! ; n! n!
M, |, M,
_Yn 1,n lln: n,ntn:p(Xn:n)tn
n! n!

1 n—1
GXn(f)_;H(H'k)
“k=0
9. Ona:
1
Gx4(t):ﬂt(t—|—l)(t+2)(t+3)
_ (3 2
=354 (£ + 61+ 1117 +61)
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Ainsi :
6 11 6 1
pa=1)=5  pa=2)=-  pXs=3)=5 pa=4)
On calcule ensuite Gy, (1) et G, (1) ce qui est facile car on a la forme développée.
10. Ona:

1 n—1n—1
Gy ()= = Y [0+H)
©i=0 k=0
ki

~ In(n)

00

S

Exercice 6 On lance n fois un dé équilibré a 6 faces. On note X, la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-ieme
lancer. On pose :
M, = max (X et m, = min (X
8 1<k<n( 0 8 1<k<n( Q
1. Donnez la loi des X}, et leur fonction de répartition F'.
2. Exprimez la fonction de répartition F,, de M,, a ’aide de F.

3. Déterminez la limite simple de la suite (F,). La convergence est-elle uniforme ?
4. Déterminez la fonction de répartition G, de m,,.

Correction :
1. X; ~ U([1,6]). ainsi on a leur fonction de répartition :

;

o
. 2.
=
N
—_

F:x— p(X <x)

— QL S GNW AN Nl
w2
P
=
m

2. OnapourxeR:

= H (X <x)) par indépendance

3. Clairement, la suite (F,) converge simplement vers :

0 six<6
L:x—
1 six>6
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De plus :

5 n
I|F, — Ll = <> —0
6 n——+oo

Il y a donc convergence uniforme.
4. OnapourxeR:

Gn(x) =p(my < x) = 1 = p(m, > x)

S(arer)

n
=1 H p((Xx > x)) par indépendance
k=1

=TT =P (X <))

1

k=
=1—-(1-F(x))"

~
Il )=
—

Exercice 7 On lance indéfiniment un dé parfait. Les lancers sont supposés indépendants.

$r . f 1 .
I. Endérivant : f : x — ;—,, montrer que :

oo
VkeN,vxe]-1,1[, )

puis que :

oo K 1
WeN,Vxe]—l,l[,E{(k)x" = T
2. On note X «le rang d’apparition du ler six » et ¥ : « le nombre de cinq obtenus avant 1’apparition du ler six ». Soit
n et k deux entiers naturels. Calculer P(X =nNY = k) puis P(Y = k).
3. On note S, «le rang d’apparition du g-ieme six » pour g € N*. Donner la loi de probabilité de la variable S,.
4. Déterminer G la fonction génératrice de S,,.
Calculer I’espérance et la variance de S;.

1. On dérive k fois la série entiere dans I’intervalle ouvert de convergence :
1 Ry
— n
Loy
n=0

et donc :

—+o0
k! nl

(1—x)eH :n;((n—k)!x

On divise par k! pour obtenir le résultat.
2. X suit une loi géométrique de parametre . Sachant que X = n, Y suit une loi géométrique de parametre (n — 1, %)
Ainsisin > k:

P(X =n0Y = k) =p(X = n)px—n(Y = )

HONESIONION.



sik>nalors P(X=nNY =k)=0
On utilise ensuite les probas totales avec le SCE associé a X :

~+oo
PY=k)= ) PY=knX=n)
n=k+1

E(E 6

I\ 4 7\ 7o\ nk
= <6> Z <k> (3) changement de variable

n=k
B ( 1 > k+1 1
—\g PN
6/ (1-3)
1 k+1
-(3)
. Pour n > gq. On considere Z,,_ le nombre de 6 dans les tirages 1 a n — 1 et on note 7}, le chiffre tiré au tirage n. On a :

(Sq=n)=(Zy-1=9-1)N(T,=q)

Or Z,_; et T, sont indépendants car Z,_; dépend des tirages 1 a n — 1 tandis que 7,, dépend du tirage n.
Cela donne (pour n > q)

p(Sq=n)=p(Z-1 =q—1)N (T, =q))
=p(Zi1=q—1)p(T,=q)

SEIONON
()66
(o)

G) =Y p(Sq=n)"
n=q

E ()

. On obtient :

o0 n "+l
= Z < )an+1 (—) changement de variable
g1 \4 — 1 6
( p ) g T n 5¢ n—g+1 6
— (= — H<-
6 nz%"_] g1 c convergence pour |f| 5

6
t q
- <6—5t>

. On dérive et on remplace t par 1. On a:

on(5258) o)

_ 6g cNT !
T6-52\6-5) 651t

On obtient :
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On re-dérive :

" —1)92(6—50)7 — (g4 1)(=5)(6 — 5¢)44~!
G(t):6q<(q )12 t)(6_5£§12;2)( )(6—5¢)t )

et donc :

G"(1)=6q((g—1)+5(q+1))
=64(6q +4)

Ensuite :

V(Sq) =E (Sq(Sq - 1)) +E(Sq) - (E(Sq))z
—G"(1)+G'(1) = (G(1))
=6q(6q+4) + 69 — (69)*
=64(5) = 30q

Exercice 8 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et a et b deux entiers naturels non nuls.

On suppose que Gy est définie sur un intervalle D.
On pose Y = aX + b. Déterminer D' I’ensemble de définition de Gy puis Gy (¢) en fonction de Gy
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Rappels sur les polynomes

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Généralités
Suite a support fini, polynéme formel

Définition 111.21 — Suites & support fini. Une suite (a,),cn d’éléments de K est & support fini si elle est nulle a partir
d’un certain rang.
On appelle polyndme & un indéterminée a coefficient dans K une suite de K a support finie.

Notation IIL.1. On peut noter P ou P(X) le polynéme. En utilisant la composition définie plus loin.

On parle alors de polynome formel (qui désigne donc la suite des coefficients) par opposition a la fonction polynomiale
(qui désigne la fonction € K —— P(r) € K) que ’on définira plus loin.

L’intérét est :

* de pouvoir appliquer un polynéme sur des matrices, des endomorphismes,

* de pouvoir dériver les polyndmes complexes (alors qu’on ne peut pas dériver des fonctions de C — C).

En pratique, on utilise la notation « avec des grands X » pour désigner le polyndmes, et « des petits x » pour désigner la
valeur du polynome en x (la variable x doit alors avoir une valeur). Par exemple, écrire P(X) = O signifie que P est le
polyndme nul (c’est une égalité de polyndmes), tandis que écrire P(x) = O signifie que pour le x considéré est une racine
(c’est une égalité dans K). Bien entendu, on ne peut pas utiliser la variable X lorsqu’on manipule les polyndmes. On ne
peut pas écrire : « VX € K», ou « Soit X € K»

Définition 111.22 Soit P un polynéme. Les valeurs de la suite P sont les coefficients du polynéme P.
Pour n € N, a,, est le coefficient d’ordre » de P.

Notation IIL2. On note K[X| I’ensemble des polynomes a coefficients dans K.

% Deux polyndme sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients.
La suite nulle (tous les termes sont nuls) est dans K[X], c’est le polyndme nul. Un scalaire A (ie un élément de K)
peut étre identifié & un élément de K[X] : c’est la suite dont le premier terme est A et tous les autres sont nuls, ¢’est un
polynome constant.
On note X et on appelle indéterminée la suite support fini : (0,1,0,0...). On appelle monéme un polyndme avec un
seul coefficient non nul, ie de la forme (0,0, ...,q,0,...).
K[X] est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites a valeurs dans K. On a aussi le produit et la composition
dans K[X] que I’on va voir plus loin.

% Tout polyndme de R[X] (a coefficients réels) peut étre vu comme un polynéme de C[X] (a coefficients complexes donc).
Dans ce sens, on peut écrire : R[X] C C[X].
Par contre, les propriétés d’un polynéme réel peuvent étre tres différentes si on le regarde comme un polyndme a
coefficients complexes ou si on le regarde comme un polyndme  coefficients réels. Par exemple X + 1 vu comme un
polyndme réel, n’admet pas de racines, et est irréductible, par contre, vu comme un polynéme complexe, X+ 1 =
(X —1i)(X +1), est réductible et a deux racines distinctes.

Produit de deux polynémes

Définition 111.23 — Produit de polynémes. Soit P = (a,) et Q = (b,) deux polyndmes.
On définit le produit des deux polyndémes P = (a,) et Q = (b,) comme la suite PQ = (c,) définie par :

n n
VneN, ¢, = Z agb,_ = Z a,_ by = Z a,-bj
k=0 k=0 (i,j)eNz
i+j=n

La suite PQ est un polyndme (ie la suite (¢, )qen est a support fini).
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Proposition 111.19 Soit P, Q et R trois polyndmes, on a alors :

PO = QP le produit est commutatif
(PQ)R = P(QR) le produit est associatif
(P+Q)R=PR+OR le produit est distributif

L’indéterminée X est la suite X = (0,1,0,0,0...,), on a alors :

X? =X xX =(0,0,1,0,0...,)
X3 =(0,0,0,1,0,0,0,...,) ete.

On ajoute la convention X° = 1 = (1,0,0,0,...,), pour avoir pour k € N, X est la suite définie par :

WneN, <Xk)n:{1 sik=n

0 sinon.
Ainsi, si P = (a,) est un polyndme avec Yk >n, ay =0,ona:
P :(a07a17a27 -+, a1,0,0,0,. )
=ap(1,0,0,...)+a;(0,1,0,0,...)+a»(0,0,1,0,...)
+-++4+a,(0,0,...,1,0,...)
=aocX’ + a1 X+ X>+...a,X"
n
= Z a;X* au sens de I’égalité de suites.
k=0

Si on ne connatit pas la valeur de n (le degré du polyndme), on écrit simplement :

+o0
P=Y aXx*
k=0

~+oo
I La somme Z a;X* est en fait une somme sur un nombre fini de termes par définition d’un polyndme comme une suite a
k=0
support fini.

Ainsi, on peut écrire, un polynome est une expression de la forme :
n
Zaka avecn € N, et (ag,...,a,) € K".
k=0
n est alors un majorant du degré, ou encore :
i
Y ax avec (ax) une suite a support fini.
k=0

Dans ces écritures, X désigne la suite a support fini (0, 1,0,...).

Fonction polynomiale

oo
Définition 111.24 Soit P = Z aXFetacK.
k=0
On pose alors

~+oo
Pla)= Z acol c’est un élément de K.
k=0

Cette expression a bien un sens puisqu’il s’agit d’une somme finie.
On dit que I’on évalue le polyndme P en o, ou que I’on substitue o a X.
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La fonction polynomiale associée a P est :
- K — K
P:
o — P(OC)

R) On confond parfois le polyndme et la fonction polynomiale. On verra que la fonction polynomiale détermine le polyndme
(dans le cadre du programme).

0 sik>0 Ry
Comme on a : 0F = {1 1 (=0’ onaP(0)=apetP(l)= Z ar (somme des coefficients). Enfin,
SLk= k=0
—+oo
P(-1)=Y (- 1)*a; somme alternée des coefficients.
k=0

= Exemple 1.5 Pour bien comprendre ce qu’est un polyndme, montrons qu’il existe des polyndomes Py, P et P, tels que
Vie [[1,2], V0 € R, P(cos6) = cos(i0).

Pour Py, cela s’écrit : VO € R, Py(cos(0)) = 1. Ainsi, le polyndme qui convient est Py = 1, i.e. le polyndme constant.
Pour Py, cela s’écrit : VO € R, P;(cos(6)) = cos(0). Ainsi, un polyndme qui convient est P, = X.
Pour P», cela s’écrit :
VO € R, P>(cos(0)) =cos(20)
=cos?(0) —sin?(0) = 2cos*(6) — 1

Ainsi, un polyndme qui convient est P, = 2X2 — 1. "

Degré d’un polynéme
Si P est un polyndme non nul, alors I’ensemble {k € N‘ak # 0} est une partie non vide et majorée de N. Elle admet donc

un maximum.

Définition 11.25 — degré d’un polynéme. On appelle degré d’un polyndme non nul P, I’indice maximal d’un
coefficient non nul :

d(P) = max{k € N‘ak £ 0}

Par convention, on pose que le degré du polyndéme nul est —oo.

n
Autrement dit si n est le degré de P, alors a, # 0 et Vk > n, a; =0, i.e. P s’écrit P = Z arX k sans termes nuls 2 la fin.
k=0

Notation IIL.3. On le note d(P) ou parfois deg(P).
On note K, [X], I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Définition 11.26 Si d(P) = n,
* on appelle terme dominant de P, son mondme de plus haut degré, i.e. a,x",
* on appelle coefficient dominant de P, le coefficient de son terme dominant, i.e. a,,
* on appelle coefficient constant ou ferme constant le coefficient ay,
* on appelle polyndme unitaire ou normalisé un polyndme dont le coefficient dominant est égal a 1.

R Ecrire deg(P) € N revient a écrire que P n’est pas le polyndme nul, écrire deg(P) > 1 revient a dire que P n’est pas
constant.

Sid(P)=netP=Y aX*, alors on accepte I'écriture :

n
k=0

P=a,X"+ ...

deg<n
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qui consiste a n’écrire que le terme dominant (on dit que 1’on étudie les termes dominants ou que 1’on néglige les termes
de degré inférieurs comme pour un développement limité).

On a de manieére évidente :

VA e K", d(AP)=d(P)
etd(0x P) = —oo.

Proposition 111.20 Soit P et Q deux polyndmes.
Le degré de la somme est au plus le maximum des degré :

dans le cas général, d(P+ Q) <max(d(P),d(Q))
id(P)£d(Q)alors  d(P+Q) =max(d(P), d(Q))

Le degré du produit est la somme des degré :
d(PQ) = d(P)+d(Q).
En particulier, si k € N, on a d (Pk) =kd(P).

Démonstration. Si P ou Q est nuls les propositions sont évidentes avec la convention : Vi € N, —co < net —co4n = —oo,
Notons n = d(P) et m = d(Q), et supposons n > m, on a alors :

P+0=a,X"+ ... +b, X"+ ...
d<n d<m
=a, X"+ ...
d<n
ainsi, d(P + Q) =n dans ce cas.

Ainsi, si les degrés sont différents, le degré de la somme est le maximum des degré. Si les degré sont identiques, on peut avoir
une perte de degré (si a, + b, = 0) : les termes de plus haut degrés s’annulent. L’exemple le plus parlant est que si on calcule
P — P on obtient le polynéme nul.

On reprends les mémes notations, et on calcule PQ :

PO=|aX"+ .. | | baX"+ ..
d<n d<m
=a,b, X" +
d<(n+m)
ainsi, d(PQ) =n+m.

% En conséquence : si P et Q sont deux polyndmes de K,[X] et (o, B) € K2, alors P + BQ est un polyndme de K,[X].
Ainsi, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Corollaire IlI1.21 Soit P et Q deux polyndmes tels que le produit PQ soit égal au polyndme nul, alors P ou Q est le
polyndme nul.
On dit que K[X] est intégre.

Démonstration. On a: PQ = 0, donc en utilisant le degré : d(P) + d(Q) = —oo, donc forcément d(P) ou d(Q) doit étre égal
a—o0,ieP=00uQ=0. [ |

Corollaire II1.22 En particulier, un polyndme non nul est simplifiable pour le produit, c’est-a-dire :
siA#0, AB=AC=B=C.

Autre conséquence, les seuls polyndmes A € K[X] tel qu’il existe B € K[X] vérifiant AB = 1 sont les polyndmes constants
non nuls.
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Retour sur la formule du produit
Voici plusieurs moyens de comprendre la notation : ¢; = Z ab;.
i+j=l
Déja, il s’agit a priori d’une somme double : c’est la somme sur

{(i,j)e [0, 1] % [0, m] i+j:l}

I’ensemble des couples vérifiant une propriété. En fait, si on représente les couples (i, j) dans un tableau, I’ensemble des
couples (i, j) vérifiant la propriété correspond a une diagonale.
Voici un exemple pour n = 4 et m = 3 : on représente les couple (i, j) et la somme i+ j :

012134

7

Ce tableau montre que pour / € [0,7], le terme ¢; est obtenu en faisant la somme sur tous les termes du tableau qui contiennent
1, cela correspond donc a une des diagonales en couleur. Ainsi, on voit qu’il ne s’agit pas d’une somme double sur un tableau,
mais d’une somme simple le long d’une diagonale.

On a donc en suivant le schéma ci-dessus :

(a0 +ar1X +a;X* + a3X> + asX*) (b + b1X + boX* + b3X?)
=apbo + (aobi +a1bo)X

+ (aghy +arby + azbo) X>

+ (aobs + a1by + azby + azby)X?

+ (a1b3 + asbs + azby + azby)X*

+ (azb3 + azby +ashy)X°

+ (a3b3 + asbr)X® + azby X’

Autre maniére de voir : si i € [0,n], et/ € [0,n+m] il y a un et un seul j € [0,m] tel que i+ j = [, c’est de maniére
évidente j = [ —i. On peut donc écrire :

min(/,n)

!
a= Y  ab_i= zaaibl—i
-

i=max(0,/—m)

Les deux derniéres somme se comprennent avec la convention qu’un coefficient qui n’existe pas est nul (ce qui est cohérent
avec la définition des polyndmes comme des suites a support fini).

Ainsi, sii>n,a; =0,etsii>1, bj_; =0.

Avec cette convention, on peut écrire indifféremment la somme de 0 a / ou de 0 a n (en fait dans tous les cas, cette somme
s’arréte a min(/,n) ).

De méme, on a la formule :

min(l,m) l
C] = Z Cll_jbj: Zal_jbj.
j=0

Jj=max(0,l—n)

Enfin, comme peut le vérifier sur I’exemple ci-dessus, certaines couleur ne correspondent qu’a une case :
* si/ =0, le seul couple (i, j) qui correspond est (i, j) = (0,0), ce qui signifie que le terme constant de PQ est le produit
des termes constants de P et de Q. Autrement dit :

co = apby.

* sil =n+m,le seul couple (i, j) qui correspond est (i, j) = (n,m), ce qui signifie que le coefficient dominant de PQ est
le produit des coefficients dominants de P et de Q. Autrement dit :

Cntm = Qnbp,.
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Au final, la formule a retenir est :

1
Z ab —Zabl ,—Zal_jbj
j=0

i+j=I

Pour la retrouver, il suffit de développer le produit :

0o<ign
0<j<m

) (f@ﬂ) (ibij) = L abx™
i=0 =0

Cette écriture signifie simplement que le produit PQ se fait en choisissant un terme a;X* de P et en le multipliant par un
terme b ;X J/ de Q, on ajoute ainsi n x m termes du type a;b X i+J pour obtenir la somme indiqué.

Pour calculer cette somme double, on regroupe les termes selon la valeur de / = i + j, qui peut aller de 0 a n+ m. Cela
revient dans le tableau précédent, a regrouper le tableau en parties de méme couleur.

De maniere théorique cela se montre avec la formule :

n+m

[0,n] x [0,m] = | J {(i,j)‘i—kj = l} union disjointe,
1=0

qui signifie que I’on peut créer une partition de I’ensemble des couples (i, j) en sous-ensemble tel que i+ j = I.
On a donc :

L n—+m
Y abx | =Y (X ab)x
0<i<sn =0 \i+j=I

0<j<m

Proposition 111.23 En conséquence immédiate, on a que :
2n n
= Z chl, avec ¢; = Zaial_i.
k=0 i=0

Exercice 1 Soit ny,ny et N trois entiers naturels non nuls.

Montrer la formule :

56 = (")

En déduire pour n entier quelconque la formule :
£ - ()
= \k n

Correction : On regarde 1’égalité de polyndme :

(I+X)" (1+X)"™ = (1+X)"""

pour le terme de gauche, on développe avec Newton :

(1 +X)n1+n2 _ "linz <n] +l’l2>XN
N=0 N

et a droite :

o (E()) (£ ()
Nio (,;0 <n1> (N k>>xN

=]
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avec la formule du produit. On doit donc identifier le terme en X,
La derniére formule s’obtient en prenant n; = ny = N = n, et en utilisant (}) = (,",).

Composition dans K[X]

~+oo

Définition 111.27 — Composition de polynéme. Soit P = Z aX* un polyndme de K[X] et Q un autre polyndme de
k=0

K[X]. On pose alors P o Q comme le polynome :

+o0
PoQ=Y a0*

k=0

Cette expression est bien définie car il s’agit d’une somme finie.

Notation IIL.4. On peut noter P o Q ou plus simplement P(Q).

p) lln’existe pas de formule simple pour les coefficients de la composée de deux polyndmes. En regle générale, les coefficients
d’une composée sont durs a calculer.

Le polyndme P(X), i.e. P composé avec le polyndme X est égal au polyndme P. C’est pourquoi on peut écrire indifférem-
ment P ou P(X).

% Un polyndéme est pair si P(X) = P(—X), cela est équivalent a dire que Vk € N, ay;;; = 0 (tous les coefficients d’ordre
impair sont nuls).
De méme, un polyndme est impair si P(X) = —P(—X), ce qui signifie que : Vk € N,ay; = 0 (tous les coefficients
d’ordre pair sont nuls).
On a de maniere évidente :

Proposition 111.24 Pour trois polynomes P, Q et R et deux scalaires A et i, on a:

(AP+uQ)(R) =AP(R) +1Q(R)
(PQ)(R) =P(R)Q(R)

Proposition 111.25 Si P et Q sont des polyndmes, on a :
d(PoQ) =d(P) xd(Q)

Démonstration. Si P ou Q est nul, c’est clair avec la convention n X —oo = —oo,
Sinon, on a avec les notations habituelles :

k
n n
PoQ=Y a0=Y a | buX"+_..
k=0 k=0 dom
n
= Z ak(bm)kak + ...
k=0 d<mk
=ay(by,)"X™+ ...
d<mn
Avec a,(by)" # 0. [ |

Représentation informatique des polynémes

Classiquement, un polyndme est représenté par la liste de ses coefficients :

P=[a0,al, ..., an]

1) Le degré du polynome P est len(P)-1.
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On peut alors écrire différentes fonctions :
Coefficient Renvoie le coefficient d’ordre k& (0 si on dépasse la taille de la liste) :

def coef(P,k)
if k < len(P)
return P[k]
return O

Degré Renvoie le degré d’un polyndme (sans compter les O finaux) :

def degre(P)

n = len(P)
for k in range(len(P)-1,-1,-1):
if P[k] !'= 0

return k
return -1 # si P=0

Somme de deux polyndéme P et Q

def som(P,Q)

n = len(P)
m = len(Q)
1 = max(n,m)

S [0]*1 #initialisation
for k in range(n):

S[k]l = PIlk]
for k in range(m):

S[k] += Q[k]

return S

On peut aussi utiliser une liste en compréhension :

S = [coef(P,k) + coef(Q,k) for k in range(1l)]

On peut aussi faire une fonction qui enleve les O a la fin d’une liste pour simplifier les sommes. On peut aussi remplacer
netmpar d(P)—1etd(Q)— 1 en faisant attention a écrire : for k in range( degre(P) +1):
Produit externe Sia € R et P est un polyndme :

def mult_constante(a,P):
return [a*coef(P,k) for k in range(len(P))]

Produit de deux polynomes P et Q :

def prod_poly(P, Q):

n = len(P)
m = len(Q)
R = [0]*x(n+m-1)

for i in range(n)
for j in range (m)
R[i+j] += PL[i1*Q[j]
return R

Puissance 11 suffit d’utiliser plusieurs fois la fonction produit.

Composition 11 suffit d’utiliser plusieurs fois les fonctions puissance et somme.

Evaluation en un point Pour calculer la valeur de P(c) pour un certain o € K, on utilise 1’algorithme de Horner qui consiste
a écrire :

P(a) =ay a1+ a0+ +ap " a0
=(..((((anot+ap—1) @ +an2) 0t +ay3) ¢ +ap4)a+--+ar)a+ao

Par exemple pour un polynéme de degré 4 :

P(a)=ap+a o +ayo® +aza’ +ago
:((((aux +a3)a+a2)a+a1>a+ao>
L’algorithme s’écrit :
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def horner (P, alpha):
S =0
for k in range(n-1,-1,):
S = S*alpha + P[k]
return S

p) On peut utiliser reversed (P) pour parcourir P en sens inverse.

n
Cet algorithme est plus efficace que 1’algorithme naif qui consiste a calculer directement la somme : Z agok.
k=0

1l existe une structure spéciale pour les polyndmes : la classe poly1d du module numpy.
Le programme de produit de deux polynémes permet de bien comprendre la formule du produit.

Dérivation dans K[X]

Définition 11.28 — Polynéme dérivé. Soit P = ¥} ;X" un polyndme. Le polyndme dérivée noté P’ est :

+oo oo
= Zkaka_l = Z(k+ 1)ak+1Xk
k=1 k=0

~+oco
On aurait aussi pu écrire : P’ = Z kag X! puisque le premier terme est nul.
k=0

p ) On peut ainsi dériver un polyndme complexe, alors que I’on a pas la limite du taux d’accroissement. C’est une dérivée
formelle.

Bien sir, pour un polyndme réel, cela coincide avec la notion de dérivée vue en analyse.

Proposition 111.26 Soit P € K[X],on a:
si deg(P) >0 alors deg(P')=deg(P)—1

P est constant  si et seulementsi P =0.

On a les propriétés classiques :

Proposition 111.27 Soient P et Q deux polyndmes et A un élément de K. Alors on a :

AP’
P/

(AP)’
(P+Q)
(PQ) PQ+PQ
(PoQ) =P oQx(Q

Contrairement a ce que I’on peut penser ces formules ne sont pas déja connues. En effet, celles qui sont couramment
utilisées concernent la dérivation des fonction R — R ou de R — C et non la dérivation formelle.

R) On verra plus loin une maniére plus rapide de montrer ces relations : on sait qu’elles sont vraies pour les applications
polynomiales, elles sont donc vraies pour les polyndmes formels puisque 1’application polynomiale caractérise le polyndme.
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—+oo —+oco
Démonstration. On note P = Z aXketQ = Z biX* On a alors pour la premiere formule :
k=0 k=0

(AP) = (f /lakx">
k=0

—+oo
= Z Akap X< par définition de la dérivation
k=1

o0
=1 Z kakail =AP
k=1

Pour la deuxiéme, on a :

~+oo

(P+0) = (Z(ak +bk)Xk>

k=0
~+oo
=Y k(ax+bi)x*! par définition de la dérivation
k=1
~+oo +o0
=Y ka X'+ Y kX' =P+ Q.
k=1 k=1

La troisieme est plus ardue. On part de la formule du produit :

fo0 k
PO = Z cka avec ¢y = Z a;by_;
k=0 i=0
Par définition de la dérivation, cela donne :
oo .
(PQ) =Y (k+1)ex1X

k=0

Ce que I’on peut donc écrire :

oo K+
(PQ)' =Y (k+1) (Z aibk+1—i> x*
i=0

k=0
fo0 k+1

= Z Z (k—l— l)a,-ka,iXk
k=0 i=0
+oo k+1 +oo k+1
=Y Y (k+1— i)aibg1—iX*+ Y ) iaibgs1—iX*
k=0 i=0 k=0 i=0
On commence par étudier la premiere somme. On enléve les termes nuls :
oo k+1 +oo k

Z Z (k+ 1— i)a,-ka,,-Xk = Z Z(k+ 1-— i)aikarl,,'Xk
k=0i=0 k=0i=0

Ona:

PQ/ = (Jrzooakxk> (f(k—‘r l)bk_HXk)
k=0

k=0
too [k
:Z Zai(k+1_i)bk+l—i x*
k=0 \i=0

Le premier terme est donc bien PQ’.
Pour la deuxieme somme. On enleve le permier terme nul :

foo k+1 foo k+1

Y Y iaib1_i X" = Y Y iaibgs1—iX*

k=0i=0 k=0i=1
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Puis on fait le changement de variable : i < (k+ 1 —i) (le changement de variable peut se justifier car il s’agit de somme d’un
nombre fini de termes).
Cela donne :

oo k41 too k
Z Z iaibk+1_,-Xk = Z Z(k—l— 1— i)ak+1_ibiXk
=0i=1 k=0i=0

On a d’un autre cOté :

+oo +oo
QP = (Z kak) <Z(k+ 1)ak+1Xk>
k=0

k=0
+oo [k
:Z Z(k+1—i)biak+1_,’ x*
k=0 \i=0

On constate bien que le deuxieme terme est QP'.
On a donc bien obtenu la formule.
La derniere se démontre en remarquant que :

oo
PoQ =Y a0

k=0

et donc par application des regles précédentes :

400
(PoQ) =Y atkQ"'Q' =P oQxQ
k=0

Dérivées successives, formule de Taylor

Définition 111.29 — Dérivée d’ordre r. Soit P un polyndme et r € N, on définit par récurrence le polyndme dérivée
d’ordre rde P par :

/
PO=p et Wrxo0, Pr+D— (P(’>) .

% Un cas trés important est la dérivation du monéme X" :

(n)(p)_ nn—=1)...(n—p+1DX"? sip<n
o sip>n

On peut donc écrire pour p < n :

( n)(]’) _ - ﬁ!p)!xnp — APX"P

Proposition 111.28 Pour la somme et le produit externe on a la propriété de linéarité :

Y(P,Q) € (K[X])2,  (AP)") =aAp()

En appliquant la dérivée de X" et la linéarité, on peut calculer directement la dérivée r-ieme d’un polyndme (alors que
pour une fonction c¢’est impossible).
Précisément :

n
Proposition 111.29 Soit P un polyndme que I’on écrit : P = Z aX* avec n=d(P).
k=0
Ona:

« pour [ > n le polynéme PU) est nul,
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* sinon, pour/ <n,ona:

gt

Xkl

On peut aussi écrire :

Zak

sz ZaAka’

Ou encore :

1!
=Y a ;;)Xk en posant k <k — [
=0 .

% Pour une fonction quelconque, il est impossible de calculer les dérivées successives immédiatement. Pour un polyndme,
c’est possible.

Pour le produit, on a la formule de Leibniz :

Théoreme [11.30 — Formule de Leibniz. Soit P et Q deux polynémes de K[X], alors on a, pour tout r € N :

(PQ) " _ i (f) P Qr—H)

k=0

I Attention P(©) = P, alors que six € K, 1% =1, on se méfiera donc de I’analogie avec la formule de Newton.

Démonstration. La formule de Leibniz se démontre par récurrence. Comme dans le cas de fonctions. |

% La formule de Leibniz est particulidrement utile pour les polynomes, puisque P%) =0 si k > d (P). On I'utilisera
toujours dans le cas ot ’'un des polynomes se dérive facilement.
C’est la m&me technique que pour les matrices : on dérive un produit en utilisant la formule de Leibniz en dérivant le
polyndme pour avoir un nombre fini de termes.

Théoreme |11.31 — Formule de Taylor. Soit P € K[X] eta € K, alors on a :

PX) = f P(]Z!(a) (X —a)k.

k=0

En particulier, pour a = 0, on obtient :

= PX(0) x*

= k!
Enfin, on a :
= PW(a)
P(X+a):k;) 0 X

p) Il s’agit bien sir de somme finie.

La formule la plus importante est celle en 0!
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En fait la formule de Taylor en O est assez naturelle :
SiP=ay+a X +aX*+ - +auX+-- +a,X"
alors clairement ap = P(0)
puis : P =a; +2a:X +3a3X? -+ kay X+ -+ na, X!
et donc a; = P'(0)
ensuite : P’ =2a; +3 x 2a3X - - + k(k— DayX* >+ -+ n(n—1)a,X" >

et encore 2a; = P"(0)
Si on dérive encore une fois, on a : 3 x 2a3 = P)(0), puis : 4 x 3 x 2a4 = P (0), etc.

Démonstration. Preuve de la formule de Taylor en 0.
La preuve provient de la formule qui donne la dérivée d’ordre k d’un polyndéme :

oo ;
k (J+h)!
P():Zak+j A X/
j=0 ’
P®(0)
k!
Ainsi, il est équivalent de connaitre le polyndme formel P et de connaitre toutes les valeurs de ses dérivées en 0. Autrement

dit un polynéme est entierement déterminée par ses dérivée en .
Ce n’est pas le cas pour les fonctions.

le terme constant de P*) corresponds a j = 0 et est donc klay, i.e. kla; = P(k)(O), ou encore a; =

Par exemple, la fonction f : x — eU% prolongée en 0 par 0 est de classe € et vérifie la propriété Vn € N, £ (0)=0,
alors que la fonction f n’est pas nulle, et ne coincide avec la fonction nulle sur aucun intervalle.

Remarquons en particulier que les dérivées étant locales, si on connait la fonction polynomiale sur | — a, o[, avec o > 0,
alors on connait le polyndme formel et donc la fonction polynomiale sur R entier. La encore, ce n’est pas le cas des fonctions :
on peut trouver des fonctions %, non identiquement nulle, mais nulle sur [—1, 1].

Ce qui montre au passage que si P et Q sont deux polyndmes dont les fonctions polynomiales coincident sur un intervalle
du type Ja — a,a+ af, avec a € R alors ils ont les mémes coefficients.

On obtient donc un résultat important :

I Corollaire 111.32 Si deux polyndmes ont la méme fonction polynomiale, alors ils sont égaux.

% L’intérét de la formule de Taylor en a est qu’elle permets d’exprimer les coefficients d’une composition Po (X + a) en
fonction du polyndme P ce qui est tres pratique car les coefficients d’une composition ne sont pas simples a déterminer
dans le cas général.

Démonstration. Démonstration directe de la formule de Taylor en a
On va utiliser X = (X —a+a) et la formule du bindme de Newton.

n

P = Y axt
k=0
n

= Zak(X —a+a)
k=0

S

J

)jakj>
k

j) (X —a)la*/

|
M= I
'M» 2
S ~~
=~ QM»
VR
SN—
™)

T
=
~
i
=}
o~ —

= YY) x -
J=0k=j J
(X —a) & K
= - a —a
Zz) J! kg‘,k(kﬂ)‘
n o J .
= Z (X .a) PY)(a)
=0 J!
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En utilisant la formule donnant la dérivée j-ieme d’un polynoéme. :

R k! .
pU) — xk=i
L%

% On pourrait aussi démontrer ce théoréme via I’analyse, c’est a dire en appliquant la formule de Taylor avec reste
intégral, mais uniquement dans ce cas on considérant les fonctions polynomiales et non les polyndémes formels.

» Exemple IlI.6 Comme application, on peut déterminer I’'unique polyndme P de degré 3 tel que P(0) =0, P'(0) =1,
P"(0)=0et P (0) = —1. Ce polynome est :

P=X 1X3
— X

Ce polynodme est unique, car si deux polyndmes P et Q sont solutions, la différence R vérifie : R(0) = R'(0) = R"(0) =
R®)(0) = 0, et donc en utilisant encore la formule de Taylor, on a R = 0. "

Divisibilité et division euclidienne dans K[X]
Multiples et diviseurs dans K[X]
Définition 111.30 Soient A et B deux polyndomes de K[X]. On dit que B divise A ou que A est multiple de Bsi :

30 € K[X], A=BQ
On dit aussi que B est un diviseur de A ou que A est un multiple de B.

Notation IIL5. On note alors B|A pour dire B divise A.

% Si B|A avec B non nul, alors A est non nul et deg(A) > deg(B). En effet, on a deg(A) = deg(B) +deg(Q).

Proposition 111.33 Si A, B et C sont trois polynémes, on a :
* SiB|A et A|C, alors B|C, c¢’est-a-dire la relation « divise » est tfransitive.
* AJA, ¢’est-2-dire la relation « divise » est réflexive.
* Cette relation n’est pas antisymétrique :

(A|B et B|A) — (3/1 cK*, A= AB)

On dit dans ce cas que A et B sont QSSOCI€S.
* Elle est compatible avec 1’addition :

SiB|AetB|C alors B|(A+C)
et avec la multiplication :

SiB|A alors B|AC

p) Larelation divise est une relation d’ordre dans I’ensemble des polyndmes unitaires (ensemble dans lequel les polynomes
associés sont égaux).

Démonstration. Supposons B|A et A|C, et montrons B|C. On sait :

30, EK[X], A = B0
et 30, € K[X], C=A0,

On constate alors que C = BQQ,, d’ou B|C.
La relation A|A s’obtient en écrivant A = 1 x A (la constante 1 est un polynome).
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Supposons A|B et B|A, on a alors :

30, €K[X], A=BQ
et 30, €K[X], B=AQ,

Si on regarde les degrés, on a alors :
» Soit A =0 et donc B = 0 et donc la propriété IA € K*, A = AB est vraie.
* Soit A # 0 et donc B # 0 et deg(A) < deg(B) < deg(A), et donc deg(A) = deg(B), et donc deg(Q;) = 0, ie QO est une
constante non nulle, que 1’on note donc A, etona: A = AB.
D’ou, dans les deux cas IA € K*, A = AB. La réciproque est évidente.
Considérons maintenant A, B, C tels que B|A et B|C, on a alors :

E|Q1 EK[X}, AZBQ]
et 0O, € K[X], C=B0O»

On voit alors B(Q; + Q2)|A +C et en conséquence B|(A+C).
Pour la multiplication, on suppose B|A et on a : 30 € K[X], A = BQ; et donc BQ,C = 1C et en conséquence B|AC.
|

% Pour 'instant pour démontrer qu’un polynéme divise un autre, il n’y a pas d’autre choix que de procéder par
identification : on résout le systeme obtenu en considérant les coefficients de Q.

= Exemple IIl.7 On veut montrer que X — 1 divise X* — 1. Ce que 1’on peut démontrer de maniére évidente en utilisant :

=1

Vx € R, =14x+x2+x.

x—1

De maniére directe, on cherche Q tel que X* —1 = Q x (X —1). On voit :
* Le degré de Q est forcément 3, donc Q s’écrit aX> + bX? 4 cX +d, on a donc I’équation

X*—1=(aX?+bX* +cX +d)(X —1).

Il ne faut surtout pas développer et résoudre le systeme (cela donne le résultat, mais c’est relativement long)
* le terme dominant est 1 et le terme constant est 1 (on obtient les deux termes extrémaux en regardant les termes
dominants et constants), la relation s’écrit donc : X* — 1 = (X3 +bX?+cX +1)(X — 1)
* on regarde les termes de degré 3, qui donne —1 4+ b = 0, donc b = 1, puis les termes de degré 1, qui donne —c+1 =0,
donc c =1.
* on peut éventuellement vérifier avec les termes des degrés restant.
Au final, on obtient Q = X3 4+ X2 +X + 1 et la relation :

X —1=X-DX>+X2+X+1)

donc (X —1)|(X*—1).

Division euclidienne

Théoreme [11.34 — Division euclidienne. Soit A et B deux polyndmes avec B # 0. Il existe alors un unique couple (Q,R)
de polyndme de K[X] vérifiant :

A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

On appelle Q le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. Unicité : Supposons (Q1,R;) et (Q2,R;) solutions, on a alors :
A=BQi+Ri=BQ,+R» et donc B(Ql—Qz):Rg—Rl.
En particulier avec les degrés :

deg(B) +deg(Q1 — Qz) = deg(R2 —Rl).
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Or on sait deg(R, — R;) < max(deg(R;),deg(R;)) < deg(B). Donc deg(Q; — Q2) < 0, ce qui signifie donc : deg(Q1 — Q») =
—oo ou encore Q1 = Q. En reportant, on obtient R, = R; d’ou I’égalité.

Existence : On fixe le polyndme B = Z biX¥ et on procede par récurrence sur le degré de A. On note donc :
k=0

P(n): VA € K, [X], 3(Q,R) € K[X],A = BO + R avec deg(R) < deg(B).

Pour I'initialisation, les rangs n =0, n = 1, n = m — 1 sont évidents : il suffit de poser 0 =0 et R = B.
Pour I’hérédité, soit n fixé, avec n = m — 1 tel que & (n) est vraie. Soit A € K,,[X], on écrit alors :

A= an_HX"+1 +a, X"+ +a X +ag
On écrit alors :

Ap X" = al';—“x”*‘"" (biX™ + b1 X" " 4+ 51X +by) +C

m

~~

B

ot C est un polyndme de degré inférieur ou é€gal a n. On a ainsi écrit :

A :%X”“_’”BjL +C+a X"+ +a1X +ao
m
:%Xrﬁl*mB_'_Al avec A € K, [X].
m

On applique alors I’hypothese de récurrence sur Aj, cela donne 1’existence de
0; etR; € K[X], tel que A = BQ; +R; avec deg(R;) < deg(B).

On obtient alors :
A :%X"“—'"BHBQ1 R

m

—B (ag“xn“—m + Q1> B+R,

m

]
On a bien que Q est un polynéme, car n+ 1 > m et on obtient ainsi :

A = BQ+R avec deg(R) < deg(Q).

Proposition 111.35 — Lien avec la divisibilité. Soient A et B des éléments de K[X] avec B # 0.
On a alors :

BJA <= lereste de la division euclidienne de A par B est nul

# Divisibilité dans C[X] et dans R[X]

Un polyndme B divise A si il existe C € K[X] tel que A = BC.

Si A et B sont des polyndmes complexes, alors le polyndme C est complexe, il n’y a pas de difficultés. Par contre, si A et
B sont réels, il est a priori possible que B divise A dans C[X] au sens o 3C € C[X], A = BC, mais pas dans R[X]. De méme,
il est a priori possible que les quotients et les restes de la division euclidienne dépendent de si on considere A et B comme des
polynomes réelles ou complexes.

En fait cette situation est impossible du fait de I’unicité de la division euclidienne. Soit A et B réel, on peut faire la division
euclidienne de A par B :

dans C:  3(Qc,Rc) € ((C[X])z, A=BQc+Rc avec deg(Rc) < deg(B)

2
dans R: 3(QOr,RR) € <R[X]> , A=BQOr+Rr avec deg(Rg) < deg(B).
L’unicité de la division euclidienne dans C assure que Rc = Rg et Q¢ = Or. En particulier,

A|Bdans C <= Rc =0 <= Rr=0 <= A|Bdans R.
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On retiendra :
* si A et B sont réels, le quotient et le reste de la division euclidienne sont réels,
* on ne distingue pas divisibilité dans C[X] et dans R[X].

% Calculer la division euclidienne
Pour calculer effectivement la division euclidienne il suffit d’appliquer la méme méthode que pour les entiers : a chaque
étape, on enleve le terme dominant du reste en ajoutant un mondme au quotient.

= Exemple I1l.8 On veut faire la division euclidienne de X> +4X* +2X3 + X2 — X — 1 par X> —2X +3

X2 +4X442X3 4+ X2 X -1 | X3 -2X+3
AX*+4X3—2X2—X —1 | X2 44X +4
4X3 +6X% — 13X —1
6X%—5X—13

On obtient ainsi :
X3 44X 42X3 X2 X — 1= (X> —2X +3)(X?> +4X +4) + (6X> —5X — 13)
Le quotient est X2 +4X +4 et le reste est 6X> —5X — 13. "

* Algorithme de division euclidienne
L’algorithme de division euclidienne de deux polyndme peut s’écrire apres avoir écrit les fonctions d’addition et de
division de deux polyndmes. On utilise ici la structure poly1ld du module numpy.
Voici un bref descriptif de la syntaxe de cette structure :
Convertion en polynéme une liste L de coefficients est convertie en polyndme avec la syntaxe polyld(L). Par exemple,
poly1d( [1,2,0,4]) corresponds au polyndme X° +2X? 4 4.
Le degré est obtenu par R.order
Les coefficients sont obtenus par R.coef. C’est une liste des coefficients (du plus grand au plus petit). Attention, R. coef [0]
est le coefficient dominant.
Les opérations +, — et x s’écrivent naturellement entre polynome.
L’algorithme consiste alors a :
e Initialiser R a la valeur de A et Q a 0,
* 4 chaque étape : ajouter le mondme : Z—ZX "~P au quotient et donc enlever mondéme : Z—'ZX "~PB au reste (pour faire
disparaitre son terme dominant).
* Jusqu’a ce que le degré du reste soit inférieur au degré de B.
Voici un exemple d’algorithme obtenu :

def divEuclidienne (A,B)

R = polyld(A) # R sera le reste

Q = polyld([0]) # Q sera le quotient
m = B.order

n = R.order

while n >=m

# on crée le mondéme r_n/b_m X (n-m)

# d’abords une liste terme dominant + O

monl. = [R.coeffs[0] / B.coeffs[0]] +[0]*x(n-m)
#puis le polyndme:

mon = polyld( monL )

Q = Q@ + mon
R = R - monx*B
n = R.order

return Q,R

La correction de I’algorithme est assuré par le fait qu’a chaque itération, on a :
BO+R=A

La terminaison de I’algorithme est vérifiée car le degré de R diminue a chaque itération.

p) Bien sir, on peut aussi utiliser I’opération / de la structure poly1d.
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Racines

Lien entre racine et divisibilité
I Définition 111.31 Soit P un polyndme de K[X]. Un élément a de K est racine (dans K) du polynéme P si P(a) = 0.

On a un lien entre racine et divisibilité par (X — o) :

Proposition 111.36 Soit P € K[X] et o € K, alors :
oestracinede P <— (X—a)|P
% On a donc remplacé le probleme de la recherche de Q tel que P = Q(X — ), par le simple calcul de P(a) !

Ainsi, pour montrer que X — 1 divise P = X* — 1, il suffit de vérifier que P(1) = 0, ce qui est beaucoup plus rapide que
de calculer le polyndme Q.

Démonstration. Dans le cas ot (X — ) divise P, ona P = (X — a)Q, Donc P(o) est nul.
Pour la réciproque, on suppose que P(a) = 0 et on fait la division euclidienne de P par X — a. Cela donne 1’existence
d’un polyndme Q et d’un scalaire A tel que :

P=0X-0a)+A

En évaluant en ¢, on obtient A = 0. et donc P = Q(X — ). [ |

% D’une maniere générale, si P est un polynéme, alors la division euclidienne de P par X — ¢ donne I’existence d’un
polynéme Q tel que :

P=0X—oa)+P(a)

R) On voit aussi dans la démonstration que si A divise B alors toutes racines de A sont aussi des racines de B.

Cas de plusieurs racines distinctes

Proposition 111.37 Soit P un polynome de K[X].
Siaj,,...,q, sont p racines deux a deux distinctes d’un polyndme P, alors le polynéme (X — o )(X — ) -+ (X —
o) est un diviseur de P.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le nombre de racines p.
Le cas p =1 vient d’étre fait.
Pour passer de p racines a p + 1 racines, on applique I’hypothése de récurrence au p premieres racines qui implique que

30 € K(X], P=X-o)X—0) - (X—0a,)0
En évaluant cette derniere égalité de polynome sur la dernicre racine ¢, ona:

P(0tp41) = (Ops1 — 01) (Opy1 = 0) -+ (Op1 — Op) Qp1).
————

=0 +£0 car les racines sont distinctes

D’ou Q(a,+1) = 0, et en appliquant la proposition précédente, on a : (X — a,+1)|Q, et donc 301 € K[X], Q= (X — a+1)01,
puis :

P(X) = (X — 1) (X — 0) -~ (X — 0,)(X — Gpy1) Q1 (X)

P
% Ici encore, pour démontrer que A|P, on peut écrire le polyndme A sous la forme A = H(X — ), et on a juste besoin

i=1
de calculer les valeurs de P(¢;).
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= Exemple II.9 On veut montrer que pour tout 2, p et ¢ € N, P = X3"+2 4 x3r+1 1 X349 est divisible par 1 + X + X2. Plutot
que de chercher Q tel que X¥+2 4 X37*1 £ X3¢ = O(1 + X 4 X?) et de résoudre un systeme (de taille n) vérifié par Q, on
éerit: 14X 4+ X2 = (X — j)(X — j2), avec j = €25,

Etona:

1+ X4+ X2 P —= (X —j)(X - )P
< P(j)=0etP(;*)=0.

On calcule donc P(j), en utilisant les relations j> = 1 et 1 4 j+ j> = 1. On obtient facilement P(j) = j>+ j+1 =0, et de
méme P(j%) = 0. Ainsi, 1 +X +X?|P. Comme 1 + X + X? et P sont deux polynomes réels, cela signifie que :

JOeR[X], P=(1+X+Xx%)0Q.

En conséquence de ce théoréme, on a un résultat important :

I Proposition 111.38 Un polyndme de degré n ayant n+ 1 racines est nul.

Démonstration. Supposons que P ait n+ 1 racines, alors, il est divisible par (X —a; )(X — o) - - - (X — &ty+1), donc si il est
non nul alors son degré est supérieur ou égal a n+ 1, ce qui est impossible. En conclusion, le polynéme P est nul. |

En conséquence :

* Si on sait que P € K, [X] (ie est de degré inférieur ou égal a n) et que I’on montre que P admet n + 1 racines, il est
alors nul,

* Si un polyndme admet une infinité de racines, alors il est nul (pas besoin dans ce cas de connaitre son degré).

* Si deux polynomes ont la méme valeur sur une infinité de valeurs, alors ces deux polynomes sont égaux (égalité des
coefficients).

* En particulier, si deux polynomes ont la méme fonction polynomiale K — KK, alors ils sont égaux (puisque K a une
infinité de valeurs).

Un polynome est donc entierement déterminé par sa fonction polynomiale. C’est pourquoi on confond (souvent) les deux.
= Exemple IlI1.10 Montrons que la fonction cos n’est pas un polyndme. Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe P
tel que Vx € R, P(x) = cos(x). En particulier,
T
vkeZ,P (5 +2kn) =0.

L’ensemble {5 + 2k7|k € Z} étant infini, P a une infinité de racine et donc P = 0 ce qui signifie Vx € R, cos(x) = 0 et est
évidement une contradiction. "

= Exemple l1I.11 Montrons I’unicité du polyndme de degré 2 tel que P(1) =0, P(0) =3 et P(2) = 3 (on admet qu’il existe).
On considere donc P et Q solution du probléme. On pose alors R = P — Q. Le polyndome R est alors de degré inférieur ou
égal a 2 et a trois racines distinctes (0, 1 et 2). Il est donc nul et P = Q. n

% L’ utilisation de I’argument infinité de racine (ou n + 1 racine) est surtout utilisé pour montrer 1’unicité d’un polynéme
vérifiant certaines propriétés. La technique consiste a supposer qu’il y a deux polyndmes et de montrer que la différence
est nulle par un argument de racines.

% I faut qu’il soit clair qu’il y a une infinité de racine : par exemple si Vk € Z, P(cos(% +2km)) =0, onn’a pas P =0,
mais seulement P (%) =0.

Autre exemple, sion a: Vx € R*, P ( xiz) =0, il faut d’abords en déduire (en dessinant le tableau de variation de x — é)
que Vx € R}, P(x) = 0, puis P = 0 car P a une infinité de racine. Le principe étant que quand x décrit R*, xiz décrit R,
ce qui se montre avec le tableau de variation.

Proposition 111.39 — Décomposition des polyndmes scindés a racines simples. Soit P un polyndme de degré n qui
admet n racines distinctes notées (o, @y, ..., Qy), alors :

P=A f[(x —a).
i=1
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I ou A est le coefficient dominant de P.

Démonstration. On sait que P s’écrit :
n
P=0[](X - ).
i=1

L’étude du degré assure que deg(Q) = 0, puis I’étude du terme dominant permet d’obtenir la valeur de Q. |

» Exemple 111.12 Pour n € N*, le polynéme unitaire X" — 1 admet n racines distinctes dans C (les racines n-i¢mes de 1’unité).
On a donc :

n—1

X' =1=[] (x=™).

k=0

Généralisation aux racines d’ordre multiple
Définition 111.32 On dit que o est racine d’ordre au moins d si

P(a)=P(a)=P'(a)=-=P* V(a)=0

i.e. si o est racine de P ainsi que de toutes ses dérivées jusqu’a I’ordre d — 1 s’annule en «.
On dit que « est racine d’ordre d (ou plus précisément d’ordre exactement d) si

Pla)=P(a)=P"(a)="-=P9 V(a)=0, etsi P (a)#£0

i.e. si o est racine de P ainsi que de toutes ses dérivées jusqu’a I’ordre d — 1 s’annule en «. tandis que la dérivée d’ordre d
n’est pas nulle.

On dit que o est racine simple, si o est racine d’ordre 1, ie :
Pla)=0etP'(a)#0

On dit que ¢ est racine double, si o est racine d’ordre 2, triple si d’ordre 3. Enfin, on dit que & est racine multiple de P si
elle est racine d’ordre au moins 2.

Proposition 111.40 Tl est clair que si o est racine d’ordre d de P, alors « est racine d’ordre d — 1 de P, et méme racine
simple de P41,

Proposition I1.41 Soit P un polynéme et o € K. On a un lien entre divisibilité par (X — ) et ordre de la racine « :

o est racine d’ordre au moins d

= X-a)P
Pour I’ ordre exact :

o est racine d’ordre exactement d
— X-o)YP et (X—oa)?" nedivise pas P
— 3J0cK[X], P=X-a)Q et Q(a)#0

Démonstration. La partie = provient de I’égalité de Taylor, et est juste une généralisation de la proposition sur les racines
simples. Supposons que ¢ soit racine d’ordre au moins d du polyndme P, alors on a :

n p(k) n_ p(k)
p:kzop kfo‘)(x—a)k:kzdp Wi

puisque par définition d’une racine d’ordre au moins d, les d — 1 premiéres dérivées sont nulles.
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Puis, comme dans le cas d’une racine simple, on fait le changement de variable et la factorisation par (X — o)’ :

Avec un tel choix de Q,ona: P = (X — a)?Q et donc (X — «)¢|P.
Si on suppose de plus que & est racine d’ordre exactement d, alors on a :

(d)
o(@) =" 4o

On est donc assuré d’avoir Q(a) # 0.
Pour la réciproque, supposons donc que P = (X — &)@, pour un certain polynome Q € K[X].
Déja on peut voir que P(ot) = 0. Puissid > 1,ona:

P'=dX-a)' "0+ (X -a)'0=(X-a)" ' (d0+ (X - a)Q).

ainsi, P'(a) = 0.
Le cas d’un d quelconque se démontre donc avec la formule de Leibnitz : Pour / < d,on a:

Puisque sik < d:

(-a) " = E e

En substituant X par @, le terme (X — )% * estnul, si k < d égal a 1 si k =d.
En conséquence, lorsque [ < d, on Vk € [[0,1]), (X — &)?~* est nul en o, donc P) () est une somme de termes nuls.
On obtient ainsi :

vi<d, PY(a)=0.

Ainsi, si (X — o)? divise P, alors « est racine d’ordre au moins d de P.
Supposons maintenant que Q(a) # 0, et on veut alors montrer que P\4) () # 0.
Ona:

drd\ k!
PO=Y (k) i (X — ) QU H),

Pour les k tels que k < d, on a vu que le terme (X — o) ¥ est nul en «, ainsi le seul terme qui ne s’annule pas en « est le
terme pour k = d. On obtient donc :

P9 (o) = d1Q(ax) #0.
|

% Ici encore I’intérét est de remplacer la recherche du polyndme Q tel que P = (X — «)¢Q, par un simple calcul des
valeurs de P(at), P'(t), etc.
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= Exemple I1l.13 Montrons que pour tout n > 1, P, = nX"*2 — (n +2)X" ! 4+ (n+2)X — n est divisible par (X — 1)°.

Cette derniere propriété se démontre facilement.

On utilise I’équivalence :

(X —1)|P, <= 1 est racine d’ordre au moins 3 de P,

= P,(1)=0, Pi(1)=0, P'(1)=0et P’ (1) =0.

Exercice 2
1. Montrer que le polyndme X2 + X + 1 divise le polyndme (X + 1)?"! 4- X2 pour tout entier positif 7.
2. Montrer que le polyndme X2 + X divise le polynome (X + 1)1 — x2n+1 1,
2
n—1
3. Montrer que le polyndme (X — 1)? divise (Z Xk> — X"
k=0

Correction :

1. 1l faut vérifier P(j) = 0 et P(j*) = 0. En utilisant j* = 1 et 14 j+ j2=0.
2. 1l faut vérifier P(0) =0et P(—1) =0.

3. Il faut vérifier P(1) =0et P'(1) =0.

Exercice 3 Soit n € N*. Trouver deux réels a, b tels que aX™ ! + bX" + 1 soit divisible par (X —1)2.

Correction : il faut vérifier P(1) =0 et P'(1) = 0, cela donne :

a+b+1=0

(n+1)a+nb=0
Proposition 11142 Soit P un polyndme de K[X] et o, ..., ¢, des racines de P, d’ordre respectivement au moins égal a :
ri,...rp. Alors:

p
le polynome P est divisible par H(X —oy)".

i=1

Pour compter les racines d’un polynéme, on a donc deux choix :
Compter les racines distinctes Chaque racine compte pour 1,
Compter les racines avec leur ordre de multiplicité Une racine d’ordre exactement d compte pour d racine.

En conséquence : si on sait que le polyndme P € K, [X] (ie est de degré inférieur ou égal a n) que et que 1’on montre P
admet n + 1 racines comptés avec leur ordre de multiplicité, alors P est nul.
Autrement dit, tout polyndme (non nul) de degré n posséde au plus n racines comptés avec leur ordre de multiplicité,

Proposition 111.43 — Décomposition des polynédmes scindés. Soit P un polynéme non nul de K[X] qui admet autant

de racines (comptés avec leur ordre de multiplicité) que son degré . C’est-a-dire tel qu’il existe o, ..., o, p racines de P
P
distinctes deux a deux, d’ordre respectivement égal a ry,ro,...,r, vérifiant : deg(P) = Z k.
k=1

Alors on a la décomposition :
n
P=ATJ(X—a)"
=

ou A est le coefficient dominant de P.
Un tel polyndme est sCindé (sur K).

% On verra que tout polynéme P € C[X] est scindé.
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n
Démonstration. On a déja vu que H(X —oy)"" divise P, ainsi, P s’écrit :
i=1

P= Qﬁ(X —o;)". avec Q € K[X]
i=1

L’étude des degrés assure que Q est que constante et que c’est le terme dominant de P.

Décomposition en facteurs irréductibles de C[X]| et R[X]

Factoriser un polyndme c’est le transformer en un produit de polyndme. Pour beaucoup de problemes, par exemple la
recherche de racines, cela permet de se ramener a des petits problemes plus simples.

Polynémes irréductibles

On a vu qu’un polyndme est toujours divisible par lui-méme et par les constantes. Lorsque ceux sont ces seuls diviseurs,
alors il est irréductible.

Définition 111.33 — Polynémes irréductibles. Un polyndme non constant de K[X] est dit iréductible dans K[X] si et
seulement si les seuls diviseurs de P sont les polyndmes constants et les polyndomes AP (avec A € K*).

Autrement dit, si on factorise un polynéme irréductible P sous la forme P = QR, alors c’est que Q ou R est une
constante.

Ainsi un polyndme irréductible n’est pas factorisable de maniere non triviale. On peut relier cette définition a celle de
nombres premiers, qui sont les entiers p divisibles uniquement par 1 et par eux-mémes.
Un polynéme qui n’est pas irréductible est réductible ou factorisable.

Proposition 111.44 On a clairement :
* Si P est de degré 1, alors il est irréductible (dans R ou C).
* Si P est de degré supérieur strictement a 1 et qu’il a une racine alors il n’est pas irréductible
* Tout polyndme de degré 2 a discriminants négatifs est irréductibles dans R.

Démonstration. Pour le premier point, si d(P) =1, et si P = OR, et alors d(P) = 1 = d(Q) +d(R), donc I'un des deux
polyndmes Q ou R est une constante. Donc la seule maniere de factoriser P sous la forme QR est que 1’un des polyndmes soit
une constante, I’autre s’écrivant donc AP (avec A € K*). Ainsi, P est irréductible.

Pour le deuxieéme point : si P a une racine, alors il s’écrit sous la forme, P = (X — ) Q. Avec d(Q) + 1 = d(P), donc si P
est de degré supérieur strictement a 1, Q n’est pas un polyndme constant.

Pour le dernier point, supposons que P soit de degré 2, sans racine, et que P = QR. Supposons par I’absurde qu’aucun
des deux polyndmes Q et R ne soient une constantes alors comme : d(P) =2 =d(Q) +d(R), c’est donc que d(Q) =1 et
d(R) = 1. Donc Q (et R) s’écrit sous la forme Q = aX + b, donc Q a une racine, donc P a une racine, contradiction. [ |

% Un polyndme peut étre irréductible dans R, mais pas dans C : par exemple : X> + 1 = (X —i)(X 4 i) est irréductible
dans R (polyndme de degré 2 a discriminants négatifs), tandis qu’il peut se factoriser dans C.
Par contre, si un polyndme P est réductible dans R, c’est-a-dire si il se factorise sous la forme P = QR, avec Q et R non
constant, alors il ne sera pas irréductible sur C, puisque la factorisation P = QR est aussi valable dans C.

% Bien entendu, la propriété sur les polynomes de degré 2 ne se généralise pas : un polyndme peut ne pas avoir de racines
mais ne pas étre irréductibles. Par exemple : P = (X> + X +1)?(X>+1).

Théoreme de d’Alembert-Gauss

Théoreme 111.45 — de d’Alembert-Gauss. Tout polyndme non constant de C[X] posseéde au moins une racine dans C.
On dit que C est algébriquement clos.

Démonstration. ADMIS conformément au programme. |

En conséquence on a :
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I Proposition 111.46 Les seuls polyndmes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
Démonstration. On a vu que les polynomes de degré 1 sont irréductibles. Soit maintenant un polyndme P irréductible, alors
P a au moins une racine o (d’apres le théoréeme de d’ Alembert), donc P s’écrit sous la forme P = (X — &) Q. Comme P est

irréductible, Q doit étre une constante notée A, on a donc P = A (X — o) et P est de degré 1. |

Factorisation dans C[X]

Théoreme 111.47 — Décomposition dans C. Soit P un polynéme de degré n > 1 de C[X].
On note o, ..., o, les racines (distinctes) de P dans C, et k1, ...k, I’ordre de multiplicité de ces racines, alors :
* n=kj+ky+...k, (ie P a autant de racines comptés avec leur ordre de multiplicité que son degré).
* On a la décomposition :

P=A(X—on)" ... (X — o)
p
i=1
ol A est le coefficient dominant de P.

 Cette factorisation est unique a I’ordre pres des racines.
On dit que tout polynéme est SCindé dans C.

% On peut aussi écrire : tout polyndme de degré n se décompose sous la forme :
P=X-a)...(X—a,) avec (a4, x, ..., ) les racines,

avec la convention que I’on écrit une fois les racines simples, deux fois les racines doubles, etc.

% Ce résultat correspond a factoriser un polyndme comme on décompose une entier en produit de nombre premier : de la
méme maniére que 60 =22 x3 x5, ona: X*+ X3 - X2 - X = (X +1)°X(X - 1).

% Si le polynome est unitaire et que I’on connait ses racines, alors on connait les coefficients (il suffit de développer).
Pour un polyndme quelconque, il reste une derniere inconnue : le terme dominant.

Démonstration. Commengons par I'unicité. Il suffit de montrer que si P s’écrit

P=2A

P
=

(X — (Xl')ki s
1

alors :

* le facteur A est forcément le coefficient de plus haut degré a,, ce qui est évident en identifiant les termes de plus haut

degré (et montre au passage, que I’on a forcément n = k| +ky +...kp)

o les (¢4)i=1.., sont les seules racines de P, ce qui est clair.

» pour tout i, k; est I’ordre de multiplicité de o; dans P. Puisque (X — ;)X divise P mais (X — o;)%*! ne divise pas P.
Cela démontre donc que cette décomposition est unique, a 1’ordre pres des facteurs, puisqu’on peut toujours échanger o et
o).

La preuve se fait par récurrence sur le degré n. On note

ki+1

P(n) : VP € C,[X] on peut décomposer P en facteurs irréductibles.

Il s’agit quelque part d’une récurrence forte, puisqu’on rappelle que C,[X] est ’ensemble des polyndomes de degré
inférieur ou égal a n.

Initialisation : La proposition est clairement vraie pour les polyndme de degré O (i.e. les constantes), et les polynomes de
degré 1(i.e. ceux qui s’écrivent sous la forme ag + a1 X = a; (X + Z—?) .

Hérédité : Supposons la proposition vrai au rang n, et soit P € C,,[X]. Pour simplifier les notations, on a déja que si P
est de degré strictement inférieur a n+ 1, alors c’est que P € C,[X] et donc le résultat a déja été démontré. On peut donc
supposer d(P) =n+1.

D’apres le théoréme de d’ Alembert, P a une racine. Soit donc ¢ une racine de P, d’ordre de multiplicité ky. On a vu que
P s’écrit alors : P = (X — op)*Q, avec Q € K[X].
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On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a Q qui est un polyndme de degré inférieur ou égal a n. Plus précisément
onad(P)=ko+d(Q). Comme d(P) =n+ 1, d(Q) est strictement inférieur a n si « est racine multiple, égal a n si o est
racine simple. De plus, on constate en développant les coefficients dominants (ou en utilisant le résultat sur le terme dominant
d’un produit) que le terme dominant de Q est le coefficient dominant de P.

Ainsi, si on note o, ..., 0, les racines de Q, et ki, ...k, I’ordre de multiplicité de ces racines, alors on a :

P=a,1(X =o)X —on)... (X — o),

etd(Q) = ki +...kp. On obtient bien la factorisation demandée. Puis, comme on I’a vu cette écriture impose que les racines
de P sont les (0)i—o...p, avec ordre de multiplicité (k;)i—o...p.

On aaussi: d(P) =ko+d(Q) = ko+ki +...k,. Donc le degré de P est bien égal a son nombre de racines comptés avec
ordre de multiplicité. |

Factorisation dans R[X]
% Rappel sur la relation entre divisibilité dans R[X] et dans C[X]
On a vu que pour deux polyndmes réels A et B il est équivalent que :
* A|B dans C[X], au sens ou il existe Q € C[X], tel que B = QA,
* A|B dans R[X], au sens ol il existe Q € R[X], tel que B = QA.
En effet, si A = OB, alors I’unicité de la division euclidienne assure que Q € R[X].
Par contre, on a vu qu’un polynéme irréductible dans R[X] pouvait étre réductible dans C[X].

# Cas des polynémes de degré impair
Commencons par un résultat que 1’on peut obtenir par I’analyse :

I Proposition 111.48 Tout polyndme de degré impair admet au moins une racine réelle.
Démonstration. 11 suffit de voir que P(x) ~ apx”", ainsi les limites en plus et moins I’infini sont infini et de signes contraires.

Donc le polyndme étant continu, il s’annule au moins une fois sur R, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. |

I En conséquence, un polynéme de degré impair n’est pas irréductible sur R.

#% Racine complexe d’un polyndme réel

Proposition 111.49 Soit P un polyndme réel, et & une racine dans C de P. Alors & est aussi racine de P.
De plus I’ordre de multiplicité de o dans P est le méme que celui de «.

Remarquons que si o ¢ R, alors o et o sont distinctes (on a donc en fait deux racines).

Démonstration. Onnote P=ap+a1 X +...a,X".Ona

P() =ap+aia+...a,0"

=ap+a10+...a,0"
=P(a).

Ainsi: P(a) =0 < P(a) =0.
Pour I’ordre de multiplicité, il suffit d’appliquer ce résultat aux dérivées successives de P. |

On peut donc rassembler les racines de P € R[X] en trois parties :
* les racines réelles,
* les racines complexes : (¢t,...,0,),
* les conjugués des précédentes : (@, .., @),

#* Décomposition dans R[X] en polynéme irréductible
On obtient alors le résultat final :

Théoréeme I11.50 — Décomposition dans R. Les seuls polynomes irréductibles dans R sont les polynome de degré 1, et
les polyndmes de degré 2 a discriminants strictement négatifs.
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De plus pour un polyndme réel P de degré n > 1, on peut le factoriser sur R sous la forme :

S

f[ X — o) TTX? + %X +8)°,
=1 =1

avec :
» A est le coefficient dominant de P,
* (o), o les racines de P dans R, la racina oy ayant pour ordre de multiplicité dj,

* les polyndmes X2 + %X + &; sont tous a discriminants négatifs.

Démonstration. Plus qu'une démonstration, nous allons écrire un algorithme qui permet de passer de la factorisation sur
C[X] la factorisation sur R[X].

Montrons tout d’abords que les seuls polyndmes irréductibles dans R sont les polynome de degré 1, et les polyndmes de
degré 2 a discriminants strictement négatifs.

On a déja vu que ces polyndmes sont irréductibles, il est aussi clair que si P est de degré 2 avec un discriminant positifs, il
a une racine donc n’est pas irréductible.

Soit donc un polynéme de degré supérieur ou égal a 3.

Ce polyndme a une racine sur C, notée .

Si «a est réel, alors P est réductible. Si a n’est pas réel, alors & est une autre racine de P, distinctes car & # ¢. Donc
(X —a)(X —@)|P, ce qui s’écrit :

I0eCx], P=X-a)(X-a)Q
Or
(X —a)(X —a) =X> —2R(a)X + |a/* est un polyndme réel,

donc en fait Q est aussi un polyndme réel, de degré supérieur ou égal a 1, car degré P est supérieur a 3. Donc P n’est par
irréductible.

Ainsi les seuls polyndmes irréductibles sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 sans racines.

La suite de la proposition n’est qu'une généralisation de ce qui précede. Soit P un polyndéme réel. Commengons par
se ramener a un polynéme sans racine réelle. Soit (;),_; o les racines réelles de P avec d; les ordres de multiplicité
correspondants. On sait déja que 30 € R[X] tel que :

q
P=T]x-o)%Q.
I=1

Le polynéme Q est sans racines réelles, en effet :

* Si & € R est un réels distincts des racines de P, i.e. des (a;),_; ., alors Q(t) ne peut étre nul, puisque cela impliquerai

que o soit une nouvelle racine réelle de P.

* Si Q(a;) = 0, alors o; est racine d’ordre au moins d; + 1. Ainsi, aucune racine de P n’est racine de Q.
Remarquons aussi que le terme dominant de Q est le terme dominant de P.

On décompose alors Q sur C sous la forme;

0=2AT](x —a)*

Les ¢ étant forcément complexes, on les groupe par deux ¢; et @, ces deux racines étant distinctes et avec le méme ordre de
multiplicité. On obtient :

A

I
.:E

Il
_

0 (X —o0) (X —a))"

I
>

:1w =

(X2 — 2R ()X + oy ?)"

7L (X2 +3X +8)4.

en posant ¥; = 2R (), et & = ||
Ces polyndmes sont bien sans racines réelles, ie a discriminant négatif. |
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% A retenir : Pour factoriser un polynéme P sur R, on peut le factoriser sur C, puis regrouper les racines complexes non
réelles par deux, puisqu’on est s{ir qu’a chaque racine complexes non réelle &, @ est aussi racine. Cette méthode est
appelée Méthode indirecte de factorisation sur R.

= Exemple lll.14 Décomposons sur R[X] le polynéme X° — 1.
On a 5 racines dans C (les racines n-ieme de 1’unité), ce qui donne la décomposition dans C[X] :

XS —1=(X-1) (X—ef%”) (X—el"%”) (X—e"%”) (X—e"%")

Une seule racine est réelle (1), les autres sont complexes non réelles, il faut donc les regrouper deux par deux. En placant les
racines sur un cercle, on a facilement :

iz ;8 4z 61
e'’s =e' s et e'’s =e's

Ainsi,

(Xfe’S) (Xfe’S):<Xfe’5)<Xfe_’5)

2
=X?—2cos (SH) X+1
et de méme :

dn J6m 4n _sam
(x-e) () = ) (x- )

4
=X?—2cos (;) X+1

Au final on a la décomposition :
2 4
XS 1=(X—1) <X2—2cos <5”>X+1> <X2—2cos <5”>X+1>

Somme et produit des racines d’un polynéme
# Relation entre coefficients et racines

n
Proposition 11.51 Soit un polynéme de degré n, P = Z ax*.
k=1
On le décompose en facteurs irréductibles (éventuellement sur C), en écrivant :

n
P=a, H(X —0;) les (oy) étant les racines (non distinctes).
i=1

a, étant le coefficient dominant de P
Alors, la somme des racines est

& an—1
Ea.:_
i=1 l

an

et le produit des racines est

n
[Tei= (-1
i=1

an
En développant on peut exprimer tous les coefficients (ax) en fonction des racines (o).

I Ne pas oublier le terme dominant.

Démonstration. 11 suffit de développer. |
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= Exemple 111.15 Pour un polyndme de degré 4, on a :

P=a,X* +a3X> + & X? + a1 X +ag
=X —o)(X - B)(X —7)(X —¢)

=ay (X“ —(a+B+y+e)X +(aB+ay+ae+By+ Be+ye)X?

+(aBy+afe+aye+Bye)X + (06137’8))

On obtient donc les relations :

—as(+B+y+e) =a3

as(af +ay+ae + By+ Be+1e) =ar
as(aBy+apfe+aye+ Bye) =a;
as(afye) =ay.

% On voit que dans le développement de a, [T (X — ;) il y a 2" termes puisque dans chaque parenthése contient deux

termes. Devant XX il y a (’,Z) termes : puisque cela corresponds a choisir k parenthéses ot I’on choisit le X.

Sur I’exemple ci-dessus, on voit : la ligne du triangle de Pascal (1,4,6,4,1).

# Cas des polynémes du second degré

Proposition 111.52 Soit P = aX? 4 bX + ¢ avec a # 0 un polyndme de degré 2. (e, 8) les deux racines dans C (non

nécessairement distinctes).

Alorson a:
b
a+p=—-
a
et of o
a

Proposition 111.53 Soit x et y deux nombres tels que x+y = P et xy = Q, avec P et Q donnés. Alors x et y sont les racines

du polynémes X% — PX + Q.
Ainsi, on peut calculer deux nombres connaissant leur somme et leur produit.
Démonstration. On considere le polynéme (X —x)(X —y),ona:

(X —x)(X —y) =X>— (x+y)X +xy
=X>—PX +0Q.

+ Exemple des racines n-iéme de l'unité

Onavu:
n—1 .
VneN,  X"—1=]] (X—ez’7)
k=0

En appliquant ce qui précede, on peut calculer :

n—1
la somme des racines n-iemes de 1’unité Z 2l =
k=0

n—1
le produit des racines n-iemes de 1’unité I I = (=1t
k=0

En effet, la premicre relation s’obtient par le terme de degré n — 1 du polyndéme X" — 1, la deuxiéme par le terme constant.
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Exercices classiques sur les polynomes

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

# Divisibilité
Il faut a chaque fois se ramener aux racines
Exercice 1 On considere le polyndme P = X? +X + 1.

1. Déterminer les couples (A, u) € C? tels que P divise X° +AX> +uX>+ 1.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2010X2°!! +3X2 + 1 par P.

Correction :
1. On peut écrire P = (X — j)(X — j). Il s’agit donc de déterminer les valeur de (A,u) € C? tels que Q = X° +AX> +
uX? +1 admet j et j comme racine. On a :

0(j) =i> + A7+ +1

=+ A+ +1
=(1+p)/*+(1+21)

et:

0() =j'"" + A +uj* +1
=j+A+uj+1
=(14+un)j+(1+21)

On cherche donc (A, ) tels que :
(1+w)2+(1+21)=0
(I+wp)j+1+1)=0

Avec [} < I} — jl, cela donne :

(1+4)(1—j)=0

donc A = —1 (car j # 1), puis 4 = —1. Au final, la seule valeur pour laquelle P|Q est: Q = X° — X — X% +1
2. Onnote A = 2010X2°!" 4-3X2 + 1 et on cherche (a,b) tels que :

A=QP+aX +b
On écrit ensuite P = (X — j) (X — j) et on a alors le systeme :

A(j)=aj+b

A(j)=aj+b
11 suffit donc de calculer : A(j) et A ()

#* Décomposition dans R[X] et C[X]
Exercice 2 Décomposer P = 1 +X + X? + X3 4 X* dans C [X] puis dans R [X], et rechercher par ailleurs les solutions de
I’équation P (x) =0 en posant y = x+ 1.

En déduire I’expression exacte de cos 2&

?.

Correction : comme vu en cours :
3 5 2ikm
X-1)P=xX>—1=]] (X—eT)

k=0

2 4
=(X-1) (XZ —2cos ?ﬂ:X—i- 1> <X2 —2cos ?X—i— 1)
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Par unicité de la décomposition dans C :

2 4
P= (XZ —2cos ?nXJr 1) <X2 —2cos ?EXJr 1)

On résout P(x) = 0 en posant y = x+ > (0 n’est pas solution).

11
1+ x4x7 420 +x* =x (2 +-+1 —|—x+x2>
X X

:xz((ﬁi)ﬁ(ﬁi)_l)

On est donc ramené a ’équation y? +y — 1 = 0, on trouve deux racines, puis on résout x + % =Y.
Ce qui nous donne les 4 racines complexes. En identifiant on trouve la valeur demandée.

Exercice 3

1. Résoudre I’équation z° = 1 +1.
2. Factoriser sur C puis sur R le polynome P(X) = X® —2X3 4 2.

Correction : il faut écrire 1 4i = v/2¢' %, donc on cherche z = peie, cela donne :

=

2
ﬂemgmez%+kf

)
P 3

On cherche les racines de P en posant y = x>, cela donne : y> —2y+2 = 0, et donc y = 1+, d’ot les 6 solutions sur C.
En les regroupant 2 a 2, on obtient la factorisation sur R.

Exercice 4 Soit le polyndme : P = X* — X? + 1. Déterminer les racines de P dans C. En déduire la factorisation de P dans
R[X] et C[X].

Commentaire : il s’agit classiquement d’appliquer le théoréme de factorisation dans C[X] et dans R[X] :

* la factorisation en polyndme irréductible est un produit de polyndome de degré 1 dans C[X],

* dans C[X], c¢’est un produit de polynéme de degré 1 et de degré 2 a discriminant négatif.

Ici il s’agit d’un polyndme de degré 4. Pour la factorisation dans R, il y a donc trois possibilités :

* soit 4 polyndme de degré 1,

* soit 2 polyndme de degré 1 et un polyndme de degré 2 irréductible,

* soit 2 polyndme de degré 2 irréductibles.

Pour savoir quelle est la situation, on peut chercher des racines. Pour cela on se raméne a résoudre 1’équation : y> —y+1 =0
pour chercher des racines dans R. Cette équation n’admet pas de solutions, on peut donc en déduire que c’est la troisieme
solution.

Technique 1 : On factorise en regroupant les termes en X* et le terme constant :

Xt —x*+1 :(X2+1)2—2X2— X2 = (X*+1)*-3x2
=X+ V3X+1)(X>—V3X +1).

On a obtenu la factorisation sur R[X], on en déduit facilement la factorisation sur C[X], puis les racines dans C[X].
Technique 2 : On cherche les racines dans C.

. : : 14+iV3
Pour cela on pose y = x?, et on résout 1’équation y*> —y+ 1 = 0, ce qui donne comme solution : y; = > et
1 - l\/§ . iz —iz
V2 = 5 ,S01ty; =e'3 ety =e '3 .
Pour trouver les racines dans C, on doit donc resoudre ¥ = =)L etx’ =y, .
'5 N 7z .
Pour la premlere equatlon cela donne : x| = €' et x) = —e'c = ¢ T = 7% . Pour la deuxidme équation cela donne :

571
X3:€ 3 etx, = —é' 3 =¢

D’ou les racines et la factorlsation dans C :

X4—X?+1:(X—e%)(x—é%)CX—a%)(X—a%)



Aucune de ces racines est réelles.
En les plagant sur un cercle, on les regroupe deux par deux :

(X—ef%)(X—ei%”)zxz—zcos(g>+1zxz—2\@+1
i3 =3z 2 ST 2
(X—e 6)(X—e ; ):X ~2cos (- ) +1=X2+2V3+1.
D’ou la factorisation sur R :

X2 X2+ 1=X*+V3X+1)(X*—V3X +1).

+* Polynébmes de Lagrange
On pourra aussi voir la fiche sur les matrices de VanDerMonde et le lien avec les polyndmes interpolateurs de Lagrange.

Exercice 5 Interpolation de Lagrange
Soit n € N*,
Pour tout entier i de {1,2,...,n}, on suppose donné n réels ay, .. .a, distincts.
On note L; le polynome : L; = H (X — ay).

ke{l,...,n}
ki
Par exemple, sin=3,a; = —1,a; =0, etaz =1, alors :

Li=X(X-1) L=X-1)X+1) Li=XX+1)

1. Vérifier que, pour tous entiers i et j de {1,2,...,n}, le réel L;(a;) est nul lorsque i est différent de j, et est non nul
lorsque i est égal a .

2. Soit f: R — R Montrer qu’il existe un unique polynome, que 1I’on note Py, de degré inférieur ou égal a n— 1, tel
que pour tout entier jde {1,2,...,n}, on al’égalité Pr(a;) = f(a;), et que ce polyndme est donné par la formule :

P Lo,

Correction :
1. Ona:

Li(aj)= ]
ke{l,...,n
keti

( ) 0 sii# j car le produit contient le terme (a; —a;)
a;—ay) =
} s #0 sii= jcarles (a;) sont distincts deux a deux.

2. Pour I"unicité : si deux polyndmes conviennent P; et Qy, alors leurs différences : R = Py — Qy est nulle sur les n valeurs
distinctes (a;). Or ce polyndme est de degré inférieur ou égal a n — 1, donc R est nul et I’unicité.
Pour I’existence : on pose P; comme indiqué, on constate que :

V] S [[l,n]], Pf(aj) :f(aj)

* Polynbmes de Tchebychev
Exercice 6 Polynome de Tchebychev de deuxiéme espece

On considere la suite de polynémes U,, définie par :
Up(X) =1, U, (X) =2X, et VneN, Up2(X) =2XUp41(X) — Uy (X)

1. (a) Calculer U,, U;s et Uy.
(b) Montrer que pour n € N, U, est de degré n.
(c) Déterminer le coefficient dominant de U,,.
(d) Etudier la parité de U,,.
2. (a) Soit 8 € R, tel que Vk € Z, 6 # kx. Montrer que, pour tout n € N, on a :

sin(n+1)6

Uy,(cos0) = “nd
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(b) Déterminer ainsi U, (0) pour n € N. On distinguera les cas ou n =4k, n =4k+ 1, n =4k +2, n = 4k + 3,
ke N.
(c) Déterminer les racines de U, sur | — 1, 1], puis toutes les racines de Uj,.
3. Soit n € N. On considére un polyndme V,, tel que :

sin(n+1)0

V0 € R\ {kn|k € Z}, Va(cos @) = s

Onpose R, =U, —V,.
(a) Calculer R,(cos8) pour tout 0 € R\ {kx|k € Z}.
(b) En déduire V,, = U,,.

Commentaire : étude tres classique d’une suite de polyndme. Des récurrences, étude de degré/ terme dominant/ parité.
Lien avec les complexes,la trigonométrie. Raisonnement sur les racines. Unicité du polynome.
Correction :
1. (a) Ontrouve: U, =4X?>—1,U; =8X> —4X, et Uy = 16X* — 12X> + 1.
(b) Par récurrence double. On note pour n € N :

P, . U, estde degré n

Initialisation : Uy est bien de degré 0 et U est bien de degré 1.
Hérédité : considérons n € N fixé, tel que &2, et &2, sont vrais. On a alors Uy, 1o = 2XU, 1 — U, somme de
deux polyndmes, avec : d(2XU,41) = 14+d(Uy41) =n+2 et d(U,) = n (d’apres les HR). On en déduit que
d(U2n+2) =n+2.
D’ou la conclusion.

(c) Les premiers termes semblent indiquer que, en négligeant les termes de degrés inférieurs : U, = 2"X" 4 ....
Démontrons cela par récurrence double :

P, U, =2"X"+... en négligeant les termes de degré inférieur.

Initialisation : onabien Uy =2°X =X +...,etU; =2X +....
Hérédité : considérons n € N, fixé, tel que &2, et &, sont vrais. On a alors :
Unss =2XUps1 — Uy = 2X (2"+1X"+1 ¥ ) - (2"X" i )
A CAEE T

Conclusion : Vn € N, la proposition &7, est vraie.
(d) Les premiers termes semblent indiquer que U,, a la méme parité que n. On considere donc la proposition

Py : Uy est pair et Uy, 1 est impair.

On procede par récurrence (simple) sur k € N.
Initialisation : pour k = 0, on a bien Uy pair et U; est impair.
Hérédité : Considérons k € N fixé, tel que & est vrai. On a alors :

Uni2(—X) =2(=X)Uz11(—X) — Un(—X)
=2(X)Uspe41(X) — Un(X) d’apres HR
=Us12(X).

Ce qui montre que Uy est pair.
Puis de méme :

Uniy3(—X) =2(=X)Uni12(—=X) — Uy 1 (—X)
=—2XUp12(X) 4+ Ups1(X) d’apres HR et ce qui précede
=—Un3(X).

Ce qui montre que Uy, est impair et I"hérédité.
En conclusion, pour n € N, le polyndme U, est de la méme parité que n.
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2.

(a)

(b)

(©

On considere 6 € R, tel que Vk € Z, 0 # km, i.e. sin(0) # 0, et on pose la proposition :

sin(n+1)6

Py Uy(cos) = Sind

et on démontre que la proposition &7, est vrai quelque soit n par récurrence double.

Initialisation : Up(cos(0)) =1 et :igg =1,d’ o0 Xy. Uj(cosO) =2cos 6 et S;i“nzg =2cos(6), en utilisant sin26 =
2sinfcos 6.

Hérédité : considérons n > 0, fixé, tel que &2, et &, soient vrais. On a alors :

Up+1(cos8) =2cos OU,(cos0) — U,_icos 6
sin(n+1)0  sinnb
sin 6 sin 6

- 16(200s(9)sin(n+1)9—Sin(”9))-

=2cos0

d’apres les HR

sSin

Il faut simplifier cette expression en utilisant les formules de trigonométrie, que 1’on peut retrouver rapidement :

2cos(0)sin(n+1)6 :l_ (e“’ +e—i9) (ei(n+1)6 _ e—i(n+l)6)

2i
:% ( p(12)0 | i6 _ ,—ind _ eq(wz)e)
i
=sin(n+2)0 +sinnb.
En reportant, on trouve :
sin(n+2)0)
Un+2 - N
sin 0
D’ou I’hérédité.
En conclusion, on a bien :
i 1)6
VneN, U,(cos0) = M
sin 0

Pour calculer U, (0), il suffit de poser 8 = 7, on a bien alors sin(6) # 0, et on peut donc appliquer la formule
précédente pour obtenir :

sin ((n+ l)g)

i)

11 suffit alors de dessiner un cercle pour obtenir :

U,(0) = =sin ((n+1)§)

1 sins’écritn = 4k
0 sins’écritn =4k+1
Un(o) = . R
—1 sins’écritn=4k—+2
0 sin s’écritn = 4k + 3.
NB : il est inutile de considérer le cas 0 = —%.

Six €] —1,1], alors x s’écrit de maniére unique sous la forme x = cos(0), avec 6 = arccos(x) €]0, 7[. L’équation
U, (x) = 0, est alors équivalente a U, (cos 6) = 0, qui s’écrit (puisque sin6 # 0) :

sin((n+1)0)=0<3Jkc€Z, (n+1)0 =k=n

& dkeZ, 6=

T
n+1

k
< Jke[l,n], 6 =——n car 6 €]0, 7|

n+1
1
T ou Tou...ou

< 0=
n+1 n+2 n+1

T.
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(b)

On obtient alors les racines de U, sur I’intervalle | — 1,1 :

s e hetat) - {en(n) e 2) o () )

NB : on a raisonné par équivalence ici.
Il reste & déterminer combien cela fait de racines. On a :
* les valeurs ﬁn pour k € [1,n] sont n valeurs distinctes de |0, 7],
* la fonction cos est injective sur |0, 7,
ainsi, il y a n éléments distincts dans .7
NB : ce n’est pas évident!!!
On a donc déterminé n racine de U, dans l'intervalle | — 1, 1], or U, est un polyndme de degré n. On en déduit que
I’on a trouvé toutes les racines.
Ainsi, les racines de U, sont :

flon (i ket = {en( ) (23 oo () }

De maniere évidente, on a :

VO € R, tel que sin(0) # 0, R,(cos6) = 0.

Ainsi, VO € R, tel que sin(0) # 0, on a cos 0 est racine de V,.. En particulier, pour tout 6 €]0, 7|, cos 6 est racine
de V,,. Or lorsque 6 parcourt |0, [, cos O parcourt | — 1, 1], i.e. la fonction cos est surjective de |0, [ dans | — 1, 1[.
Ainsi, pour tout x €] — 1, 1[, x est racine de R, et R, a une infinité de racine donc R, est nul. Ce qui montre que
U,=V,.

Exercice 7

Polynome de Tchebychev de premiere espece
1. Soit n € N*. Montrer qu’il existe un unique polyndme 7, € R[X] tel que :

Vx € R, T,(cos(x)) = cos(nx).

2. Déterminer le degré, le coefficient dominant et les racines de 7,,.
3. Montrer que :

V> 1, Tyt + Ty = 2XT,

4. Montrer qu’il existe un unique polyndme P, € R, [X], de coefficient dominant 2"~ ! tel que

5. Montrer que si P € R,[X] unitaire, on a sup,._; 1) |P(x)| >

Vx e [-1,1], P,(x) € [-1,1]

1
on—1

avec égalité si et seulement si P = W,%Tn.

6. Montrer que :

VneN, V0 € R, ch(n0) =T, (ch8)

En déduire que

(K 1) = (T ()| < 1)

7. Montrer que pour tout n > 0, T, est solution sur R de 1’équation différentielle :

(Z—1)y"+xy —n*y=0

R) On peut aussi vérifier que la famille 7, est orthogonale pour le produit scalaire :

cno [ P20,

1 V1—1¢2
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Correction :
1. Pour I'unicité, voir I’exercice précédent.
Pour I’existence, on peut faire avec la formule de Moivre :

cos(nx) + isin(nx) = (cosx +isinx)"

_ ;;o i (’;) cos™ ¥ (x) sink(x)

On ne garde que les termes pour k pairs (la partie réelle) :

[n/2]
cos(nx) = —1)* " cos"2*(x) (1 — cos(x 2k
)= B (1 (5 eox" ) (1 ~co()

Ainsi on pose :

et on a bien le résultat.
On peut aussi procéder par récurrence double avec les formules :

cos ((n+2)x) =cos((n+1)x+x) = cos((n+1)x)cos(x) —sin((n+ 1)x) sin(x)
cos (nx) = cos((n+ 1)x —x) = cos((n+ 1)x) cos(x) + sin((n + 1)x) sin(x)
Ce qui donne facilement la relation de récurrence de la question 3 : 7,1 + 7;,—; = 2XT},. On montre alors I’existence

par récurrence.
2. Par récurrence pourn > 1 :

Pn): T, =2"""X"+...

Onabien T} =X et h =2x>— 1.
Si on considere n tels que & (n) et & (n+ 1) sont vraies, alors :

Tn+2 :2XTI’H-1 =Ty

=2x (2 'x"H | X"+
~— ~—~—
d<n+1 d<n
:2an+2+
d<n+2
D’ou I’hérédité.
On peut aussi écrire :

T—[nm " )xn2% (x2 )
=) 2k

k=0

d<n
[n/2]
E s
= \2k

d<n

D’ou le degré.
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Pour le coefficient dominant, on reconnait la somme des binomiaux pairs :

()

k=0
k pair

Pour les racines : on résout P(y) = 0 pour y € [—1, 1], pour une telle valeur, on peut poser y = cos(x) et on est donc
ramener a résoudre :

cos(nx) =0
ce qui donne :

2k+1
2n

Les racines de T, dans [—1, 1] sont donc :

( 2k+1
cos | T

comme cos(@ + ) = —cos(a), on peut se ramener a k € [0,n— 1], ce qui donne n racines distinctes de 7, (par
injectivité du cosinus) sur [0, 7] :

2k+1
cos (nk;_> pour k € [0,n—1]
n

e x=L +kt—x
2n n

> pour k € Z

comme T, est de degré n, on a alors trouvé toutes les racines.
On peut donc écrire :

n—1
T, =2""1 H <X—cos <ﬂ2k+1>>
0 2n

. SoitxeR,ona:

Tyt1(cosx) + T, (cosx) =cos ((n+1)x) +cos((n—1)x)

=2cos(x) cos(nx) = 2cos(x)T, (cosx)
lorsque x parcourt R, cos(x) varie dans [—1, 1], on peut donc écrire :

Wy € [=11], T 1 (v) + T1 (y) = 29To(y)

Ainsi, les polyndmes 7,41 + T,— et 2XT,, ont une infinité de valeurs communes donc sont égaux.

. Pour I'existence T, convient.

Pour I'unicité, il faut donc supposer qu’il existe un autre polyndme P, de degré inférieur ou égal a n et de coefficient
dominant 2"~! vérifiant la relation :

Vx e [—1,1], B,(x) € [-1,1]

km

On note Q = P, — T, qui est donc un polyndme de degré n — 1 et on considere les nombres x; = cos (7), on a alors :

T, (x;) = cos (k) = (—1)*
Ainsi :
Q) = Palxe) — (—1)f

On peut donc écrire :

O(xo) =Pu(x0) =1 <0
O(x1) =Py(x1)+120
O(x2) =Py(x2) =1 <0

O(xn) =Py (xn) — (—1)"

On peut donc dire que Q change n+ 1 fois de signe donc a au moins 7 racines (thm des valeurs intermédiaires). ainsi,
Q est nul et on a I’unicité.

224



5. Considérons P un polyndme unitaire de degré n, alors 2"~ P est un polyndme de degré n — 1. Comme on I’a vu a la
question précédente, on peut donc dire que :

_ ) 1
Vx e [—1,1], |27 P(x)| < lie |P(x)| < =
Ainsi :
1
sup |[P(x)| < 5,—
xe[-1,1] 2n-1
Ensuite si on considere P = 2,1 51 I, alors P est unitaire et pour y € [—1,1],
1
P(y) :FTn(y)
on note alors y = cos(x) pour x € R, eton a:
1
P(y) = 1 cos(nx)
Ainsi
sup |P(y)] =5, sup cos(m)
ve[-1,1] 2" ceo.]
1
:2n—l

En effet lorsque y décrit [—1, 1], x = arccos(y) décrit [0, 7r]. Ainsi le polyndme P = 5, T,, vérifie 1’égalité.

Considérons maintenant par 1’absurde un polynéme P unitaire vérifiant I’égalité :

2n An—1

sup [P(x)| = Py
xe[-1,1] 2n-1

alors 2"~ ! P est un polynome de coefficient 2"~ ! vérifiant : ||2"~!P ||£: M= 1 Ainsi -
Vx e [—1,1], 2" 'P(x) € [-1,1]
Ainsi : 2"~1P = T,,, d’oti I'unicité du polyndme qui vérifie la relation.

p) Voici la signification de ce résultat : si on considere x, . ..,x,, n réels de [—1, 1], on construit le polynome :
n
Q=[x -x)
k=0

et on se demande comment choisir les (x;) pour que ||QH£Z M Soit 1a plus faible possible (ie le polyndme Q est le
plus proche au sens de la norme infinie de la fonction nulle). La réponse est : il faut prendre pour valeurs de x; les
cos (2 7) et donc Q est le polyndme 5.1 7;,.

T
6. On dérive la relation : T;, (cos(x)) = cos(nx) pour x € R.
T, (cos(x)) =cos(nx)
—sin(x)T (cos(x)) = — nsin(nx)
—cos(x)T! (cos(x)) — sin®(x)T” (cos(x)) = — n? cos(nx)
La derniére relation s’écrit :
(cos*(x) — 1) T (cos(x)) — cos(x)T;, (cos(x)) +n*T, (cos(x)) = 0
En remplacant cos(x) par y, et en utilisant la surjectivité de x € R — cos(x) € [—1,1] , on peut écrire :
vy e [-1,1], (* = 1) T, () =T, () +7°T, (y) = 0
Puisque qu’il s’agit d’une fonction polynomiale, on peut écrire :
YyeR, (= 1)1, (y) =T, () +n*T (y) =0
Ainsi, T, est solution de 1’équation différentielle :
(F—1)y"+x)/ —n*y=0
* Polynbmes de Legendre
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Exercice 8 Polynomes de Legendre

Pour n € N, on considere le polyndome
P(X) = [X(X = 1)]"

et sa dérivée nieme :

L, s’appelle le n-ieme polynome de Legendre.
1. Préliminaire : Soit p < n, calculer (X")(P).
2. Préliminaire : Rappelez (sans démonstration) la formule de Leibniz.
3. (a) Calculer Ly, L; et L,.
(b) Déterminer le terme de plus haut degré de L,, i.e. donner son degré et son coefficient dominant.
(c) Pour j < n, déterminer P1)(0) et PU)(1).
(d) Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel j compris entre 1 et , le polyndme P,Ej ) admet au moins j
racines distinctes dans I'intervalle ]0, 1].
(e) En déduire que le polyndme L, admet exactement » racines réelles distinctes et que celles-ci appartiennent a
Iintervalle |0, 1].
(f) Démontrer que L, (1 —X) = (—1)"L,(X).
4. Pour tout n € N*, on pose : 0, (X) = 2 Ly(X).
(a) En appliquant la formule de Leibniz au calcul de P,E"). Démontrer que

Ve N*, 0, (X) = zn: (Z)Z(X— 1)PX"P.

p=0

(b) Calculer Q,(0), Q,(1).

2 2 :
(c) Montrer que : < n> = (n) . Indication : regardez le terme dominant de Q,(X).
n —o \P
p=0

Correction :

1. Onapourp<n:
!
X" (P): n xXnr
&) (n—p)!

2. Pour f et g deux fonctions de classe ", on a fg de classe € et :

THEEDY (Z) gt

k=0

3. (a) Ona:Py=1letdoncLy=1.Puis, P, = X(X — 1) = X> — X etdonc L; = P| = 2x— 1. Enfin,
P =(X(X—1))
=X*(X*-2X+1)
=X*—2X3 + X?
ce qui donne :
L, =P% =12x>— 12X 42
(b) On regarde le terme dominant uniquement :

2
Py =X"+ ...
deg<2n

et donc en dérivant n fois :

_ @)y,
L,= p + ...
deg<n

(2n)!

n!

Ainsi, L, est de degré n et son coefficient dominant est
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(c) Oet 1 sont racines de P, d’ordre exactement n, donc pour j < n, on sait que P1)(0) = 0 et que P (1) = 0.
(d) On fixe donc n et on travaille donc par récurrence finie avec la propriété :

2(j): »p) admet au moins J racines distinctes dans 0, 1]
pour j € [0,n].
p) nfixéet jvarie dans [0,n]

Pour j =01l est clair que O et 1 sont les seules racines de P,. D’ol I'initialisation.
Pour 1’hérédité, considérons j fixé tel que 0 < j < n et Z(j) est vraie.
On a alors I’existence de (@, ..., ;) les racines distinctes de P, que I’on ordonne par ordre croissant :

0<O£1<O£2<”'<Olj<1

On applique alors le théoréme de Rolle a de P\/) sur [0, o] : 0 et @y sont racines de PU), donc de PL)(0) = PU) (qy).
On montre donc Iexistence d’un f3; €]0, o[ , tel que PUT1(B;) = 0.

De méme pour un / € [1, j — 1] quelconque, on applique le théoréme de Rolle sur [oy, &+ 1], ce qui permet de
trouver une racine de 3,1 de PUHD) entre oy et 0oy, (strictement). Enfin, on trouve une racine ;4 de PUHD en
appliquant le théoreéme de Rolle sur [ct;,1].

Au final, on a trouvé j + 1 racine :

O<Bi<ay<Ppp<m<---<Bj<aj<Bi<l

elles sont bien distinctes et dans dans |0, 1[. On a I’hérédité.

En conclusion : on a bien pour tout j € [1,n]], P admet au moins J racines distinctes dans |0, 1].

(e) Avec j =n, cela donne : L, admet au moins n racines distinctes dans |0, 1[, mais comme L, est de degré n, cela
implique qu’il n’a pas d’autre racine. Donc L, admet exactement n racines distinctes dans |0, 1].

(f) On alarelation :

P,(1-X)=P,(X)
on dérive une fois :

~P,(1-X) = P,(X)

n

puis par une récurrence (que 1’on peut rédiger rapidement) :
VjieN, (1P (1-x) = PP (x)

et donc :
(=1)"Ln(1 = X) = La(X)

D’ou la relation demandée.
(a) Soitn € N.Onpose U =X"etV = (X —1)" si bien que B, = UV. En dérivant n fois cela donne :

L=-Y <”> )y n-p)
p=0 \P
or:
n!
(n—p)!

et on peut aussi calculer la dérivée successive quelconque de V :

n—p

Vpelo,n], UV =

n!

(n—=1)!

vie[o,n], v = (X —1)""

et donc :
!
Vp e [0,n], VOP) :&(X— 1)?

p!
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On remplace :

L=y <n> ("!)Z!X””(X —1p

o \p/ p!(n—p)

et donc en divisant par n! et en remplacant ﬁ par (2), cela donne :

o £((3)) e

(b) On remplace :

=1 car le seul terme non nul correspond a p =n
et de méme :
n 2
n p
am=% (1))
p=0 p
=1 car le seul terme non nul correspond a p =0

(c) Avec la formule :

k()

pour chaque p € [0,n], le terme X" 7 (X — 1)? s’écrit :

X"P(X—1)P =X"+ ...
(X—1)P =X"+
deg<n

et donc par somme (en ne gardant que les termes dominants) :
n n 2 .
0, = ;) » X"+ ...
p= deg<n

D’un autre coté, Q, = %Ln et on a trouvé le coefficient dominant de L,,. ainsi :

Qn = l <2n)!Xn +

! n! ~~
deg<n

et donc :
n =0 \\P
#* Etude d’une suite de polynéme
On utilise généralement des récurrences pour 1’existence, I’argument d’une infinité de racines pour I’unicité. Pour le degré
et le terme dominant on utilise des raisonnements « avec ... » (qui sont ici rigoureux).

Exercice 9 Dérivée n-ieme de la fonction tangente

Montrer par récurrence sur n > 1 qu’il existe un unique polyndéme P, de R[X] et de degré n+ 1, tel que

Vx € } Iz [, tan (x) = Py(tan(x)),

T
2’2

la notation tan”) désignant la dérivée n-ieme.
Préciser des liens entre P, et P, , et donner le coefficient dominant de P,.
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Correction :
Unicité : Supposons que pour un certain » il y ait deux polynémes P, et Q,, qui conviennent. On a alors :

T T
vxe =23 [ Rultan(x) = 0u(tan(x))
la fonction x — tanx est surjective de | —%, % [ dans R. Donc on peut écrire : Vy € R, P,(y) = Q,(y) donc P, et Q, sont
égaux sur une infinité de valeurs (leur différence a une infinité de racines), donc P, = Q,,.

Existence : Par récurrence. On note ?(n) la proposition :
T

3P, e R[X], Vx € } —g, o) [, tan (x) = P, (tan(x)),

Pour I’initialisation, on constate que P; = 1 4+ X2 convient.
Soit n € N fixé, tel que & (n) est vrai. On a donc :

T TT
_rr () () —
=323 tan" (x) = P,(tan(x)),

on dérive cette relation, ce qui donne :

Vx €

_gg | tan™ ) (x) = (1+tan?(x)) P, (tan(x)),

On pose donc P,y | = (1+X?)P.etona:

Vx €

I 1

e |-2.7 | tan"*V (x) = P, (tan(x)),

D’ou I’hérédité et la conclusion.
NB : bien comprendre la récurrence ot la propriété & (n) contient ’existence de P,.
Degré et terme dominant : On utilise encore une récurrence sous la forme :

P(n): P, =n!X""1 4

{i

deg<n+1

C’est vrai pour n = 1.
Soit un n € N tel que #(n) est vraie, on a alors.

Pt :(1 —I—XZ)P,/I

— 2 1y
1+x3) [ (n+ D)X+ .
deg<n
=(n+1)1X""" 4
deg<n+1

D’ou I’hérédité et la conclusion.

Exercice 10 Polynome de Laguerre (BCE EMLYON 2011)

Pour n € N, on considere les applications :

X +—

: ne—* et L,:
fl’l X e‘ X — exfrgn) (X)
n!
ot £") désigne la dérivée n-ieme de f,.
1. Calculer pour x € R, Lo(x), L; (x) et Ly(x).
2. Montrer :

(—1F
!

VneN, VxeR, L,(x) = Z
i— k

ny k
X
3. En déduire que L, est une fonction polynomiale dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
4. Montrer :

Wn €N, Vx € R, fiy(x) = fulx) = fur1 (x).
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5. En déduire :
VneN,Vx € R, L, (x) = L},(x) — L,(x).

6. Montrer :

X
n+1

VneN,Vx eR, fur1(x) = fn(x).
7. En déduire :

VneN,Vx € R, (n+1)L,1(x) = xL,(x) + (n+ 1 —x)L,(x).
8. Etablir :

Vn € N,Vx € R, xL]!(x) — (x — 1)L}, (x) + nL,(x) = 0.

Commentaire : exercice assez simple sur les polyndmes. Bien prendre le temps de comprendre 1’énoncé avant de
commencer.

Correction :

1. On trouve pour x € R :

Lo(x) =" £ (x) = " fo(x) = 1.

Ainsi: Vx € R, Lo(x) = 1.
Pour L; :

(x)
or Vx € R, fi(x)

d’on Vx e R, f{(x) =e (1 —x)
ce qui donne Vx € R,L;(x)

Ainsi: Vx e R, Li(x) =1 —x.
Pour L, :

Vx € R, fo(x) :lxzefx

2
1
donc, Vx € R, f3(x) zie*x(Zx—xz)
1 1
et, Vx € R, f2(2) (x) ziefx(Z —2x—2x+4x%) = 56”(2 —4x+x%)

1
ce qui donne Vx eR, L :exfz(z) (x) = 5(2 —dx4x?).

Ainsi: Vx € R, Ly(x) = 1 —2x+ 122,

2. Commentaire : le calcul des premiers termes a montrer que la difficulté est la calcul de la dérivée n-ieme de f;, ce qui
se fait avec la formule de Leibniz.
On écrit : f,,(x) = u(x)v(x), avec u(x) = x" et v(x) = Le ™.
La formule de Leibniz donne alors :

700 = 3 (3 )u 0

k=0

Or on a pour tout k € [0,n] :

!
ul (x) = " ik) !x”_k formule du cours
!
et donc 1" ¥ (x) :%xk en remplagant k par n — k
1
de plus, v\ (x) =(— l)k—'e_’C de maniére évidente.
n!
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On obtient donc :

n
.. . —1)k
3. Ainsi, L, s’écrit : L, = Z aka, avec a; = (Z) ( k,) .
k=0

C’est donc un polynome de degré n. Son coefficient dominant est :

W

4. Onapourne N:

1

v ER, N n+1 _—x
X fn+1 (n+1)1
N B 1 1 :
douVxeR, fr,  =e* (ngxn_ (n+ 1)!anr )
_e_x e n+1
~n! (n+1)!

=/a(x) = fas1(x).
5. Pourn € Netx € R, onad’une part : L,(x) = exfn(n) (x) et donc :

L) =e (A + 17 )

Donc :
L3,(x) = L(x) ="V ()

D’autre part, on dérive donc n+ 1 fois la relation f, | = f,(x) — fu+1(x) obtenue a la question précédente :
ORI ORI M)

ce qui donne :
1 @) = (0P @+ 15 W)

Or on a aussi :
Ly = (AP0 +07 )

D’ou:
i) = Ly () = L (x) ~ L)

Ce qui donne bien la relation demandée.
6. PourneN,ona:

1
_n+l1 —X
frrn () =" e

- (ni ) (xnrj!ex>

:mfn(x)-
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7. On dérive n+ 1 fois la relation précédente, en utilisant encore la formule de Leibniz :
VxR, fun (1) = () = u(v()

avec u(x) = .45 et v(x) = f,(x). La formule de Leibniz donne alors :

n+1
()0 =y <” + 1) WPy n1-p)

p=0 p

=" 1 (n+ 1) en enlevant les termes nuls

Cela donne :

n X n n
weR, 100 =g i@+ A )

au final Vx eR, Lyyi(x) = e f,SnH) (x)+Ln(x)

n+1

On a aussi la formule :
L) = (A0 + A7) = £ (@) + L)

Ce qui donne :

VxR, Lyt (x) = (L (3) ~ La(x)) + La(2)
1

= (xLy(x) 4+ (n+ 1 —x)Ly(x))

On a donc bien la relation demandée.
8. On dérive ce qui précede pour x € R :

(1)L} (x) =L () 2L (x) — La(x) + (n+ 1 =)L (x)
—xLJ(x) + (n+ 2 = X)L (x) — Ly(x)

on remplace L;, | (x) par L; (x) — L,(x), ce qui donne :
(n+1) (L (x) = Ln(x)) = xLyj (x) + (1 +2 = x) Ly, (x) — Ln(x)
et donc :

xL) (x) 4+ (1 —x)L},(x) +nL,(x) =0

Exercice 11 Soit la fonction f définie sur | — o, 1 par f(x) =

1 1
exp| — .
1—x P 1—x

1. Montrer que f est de classe € (i.e. indéfiniment dérivable) sur | — oo, 1].
2. Prouver que pour tout entier naturel 7, il existe un unique polyndme P, tel que :

Vx €] —eo, 1], f(")(x)—Pn<1ix> exp<11x>-

On donnera I’expression de P, en fonction de P,.

. 1 . . . .
Indication : dans cette écriture, P, 1) désigne la composition de la fonction P, et de la fonction x — T
—Xx =3

Remarque : la suite de I’exercice peut étre faite en admettant cette question.

Calculer Py, Py, P> et P5.

Déterminer le degré du polynéme P, ainsi que son coefficient dominant.

Montrer que O est racine de P, pour tout n € N.

Soit m,, I’ordre de multiplicité de O en tant que racine du polyndme P,. donner en les justifiant les valeurs de myg, m,
my et ms.

Etablir une relation entre m,, et Myy1, pour n € N,

8. En déduire que m, = n+ 1 pour tout n € N.

&N FA o> 9

=
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Correction :

1. OnaVx €] —co, 1], x— 1 # 0, donc x — x%l est de classe €. De plus, on a le schéma suivant :

| =, ] - R — R
1
1—x
y = exp(y)

X =

Ainsi, x — exp est de classe €.

—Xx
Par produit f est de classe €.

2. Commencons par ’unicité de P, : soit n € N on suppose qu’il existe deux polyndmes solutions P, et Q,. On note alors

R,=P,—Q,,etonaalors :
1 1
o (5o (i)

Vxe]—oo,l[,Pn(lix>exp(lix>
etdochxe]—oo,l[,Pn< ! >:Qn< ! )

1—x 1—

=

1
c’est-a-dire Vx €] — oo, 1[, R, ( 1 > =0.
—Xx

1) Onne peut pas s’arréter ici : par exemple la fonction x — x — |x| vérifie la relation ci-dessus mais n’est pas nulle. 11
faut utiliser I’infinité de racines.

On voit facilement sur le tableau de variation de la fonction x — T, due cette fonction est surjective de | — oo, 1[ dans
—X
R} :

Variations de
1
T—x

0+

. . 1 .
Autrement dit, lorsque x varie dans | —eo, 1], T, vane dans R}

1
1—x

1
Soit y > 0, on voit alors 3x €] — oo, 1], = et donc R,(y) =R, ( ) = 0. Ainsi, Vy > 0, R,(y) = 0, et donc
—x

R, a une infinité de racines et donc R,, est nul.
Ce qui prouve que P, = Q,,.
D’ou I’unicité du polyndme B,.

Pour I’existence, on raisonne par récurrence en posant pour n € N :

P+ IR, € RIX], Vx €] — oo, 1], f(")(x):Pn<1>exp< ! )

1—x 1—x

p) Légalité f"(x) = ... est une égalité de réels, P, (11:) désigne la composition de la fonction polynomiale P, et de
la fonction x — ﬁ

1 1
Pour I'initialisation, On a : f(x) = I exp < I ) , d’ou la relation en posant Py = X.
—Xx —X

Pour I’hérédité, on considere n fixé, tel que &2, est vraie, on a alors :

Vx €] —oo, 1], f V) (x) = (/") (x)
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1
On doit donc dériver : P, < > exp < ) . Ce qui donne :

{ # (s ix)+<1—1x>2P"(1;)]6’*’(1;)'
= ( () n ()l ()
On pose alors P, ;| = X*(PB, + P,) pour obtenir :

v ] —eo, 1, FO(x) =P (ﬁ) o <1 Lc) |

D’ou I’hérédité, et la conclusion : pour tout n € N, il existe un polynéme P, solution du probléme.
De plus, la démonstration de 1’hérédité a montré la relation : B, | = X*(P, + P.).

Vx €] —oo, 1[, £

p) Il faut donner B, comme un polynoéme, écrire :

Puy1 <1ix) = (1—1x)2 <P'2<1ix) +h <1i)6)>

ne définit pas un polynéme !

. Onavu:Py=X, onen déduit :

X2(X+1)=X>+Xx>
et P _X2(3X2+2X + X3+ X?) = X2(X3 +4X% +2X) = X° +-4x4 4 2%3
puis Py =X2(5X*+16X> +6X* +X° +4x* 4+ 2X7)
=X*(X" +9X* +18X° + 6X?)
=X"+9X°+18X° + 6X*.

. On démontre par récurrence que le degré de P, est 2n+ 1, et son coefficient dominant est 1. On pose donc :

. 2n+1
P, PB,=X" 4
d<2n+1

L’initialisation est vraie, on a vérifié les rangs 0,1,2 et 3 & la question précédente.

Pour 1’hérédité, on considere n fixé tel que &2, est vraie. On a alors en raisonnant sur les termes dominants, on voit
_ y2n+1 / 2

alorsque P, =X""""'+ ... etP,=02n+ )X+ ... .

d<2n+1 d<2n
Cela donne :

Poy1 =X*(P,+F))
=X (X" 4 2n4+ D)X+ )

d<2n+3

D’ou I’hérédité et la conclusion : le degré de P, est 2n+ 1 et ¢’est un polyndme unitaire.
. Ona:Oestracinede PyetVn > 1, P, = X? (Pi—1 +P,;71) donc 0 est racine de P, (d’ordre au moins 2), si n > 1. Ainsi,
pour tout n € N, 0 est racine de P,

p) Iln’yapasde récurrence ici!!
. On sait que P, s’écrit avec la décomposition sur C :
Po=X"(X—a)"... (X —o,)"

n 1 Ce P

ol ¢ sont les autres racines (non nulles donc), et d; leur ordre de multiplicité.
Ainsi, pour démontrer que I’ordre de multiplicité de O est m,,, on écrit les polyndmes sous la forme P, = X"™ Q, ot Q
est un polyndme qui n’admet pas 0 comme racine.
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Ph=X donc mo =
P = XZ(X—I—I) donc mp =2
P =X3(X? 44X +2) donc my =3
Py = X*(X? 4 9X2 + 18X +6) donc ms = 4.

En effet, les polyndmes soulignés sont non nuls en 0.
7. On note m,, I’ordre de O dans P,.
Montrons que 0 est racine de P, d’ordre au moins m, + 1 : On sait que P, s’écrit B, = X" Q, avec Q(0) # 0, puisque
c’est le produit des autres racines.
Ce qui donne alors : On a alors :

Poy1 =X*(P,+P)
=X*(X"Q+m, X" 'Q+X"Q)
=X*(X""(Q+Q) +m X" Q)
=X""(X(Q+ Q) +m,Q).

On pose alors R=X(Q+ Q') +m,Q.0Ona P, | = X™+1R, donc 0 est racine d’ordre au moins m, + 1.
Comme R(0) = m,Q(0) # 0. Ainsi, 1’ordre de multiplicité de O dans P, est exactement m, + 1.
Au final, on obtient : m, 1 = m, + 1.

p) Il s’agit d’une relation de récurrence, on ne la démontre donc pas par récurrence, mais a n fixé.
8. La suite m,, est arithmétique, de premier terme 1, donc Vn € N, m, =n+ 1.

#* Théoréme de Rolle en cascade
Les polynomes étant a la frontiere entre I’analyse et 1’algebre, les exercices utilisent souvent des techniques d’analyse,
entre autre le théoréme de Rolle et des accroissements finis.
Exercice 12 Montrer que la dérivée d’ordre n de (x> — 1)" est un polyndome de degré n dont toutes les racines sont

distinctes et comprises entre —1 et 1.

Correction : On considere f : x — (x? — 1)" et on montre par récurrence la propriété pour k € [0,n] :
£ a au moins k racines dans | — 1, 1]

C’est le théoreme de Rolle en cascade avec Vk € [0,n— 1], fX(—1) = f®(1) = 0.

* Equqtions polynomiales
Pour résoudre les équations dont I’inconnue est un polyndme, on peut commencer par chercher le degré et le coefficient
dominant.

Exercice 13 Trouver tous les polynémes de R[X] vérifiant :

P(X*) = (X*+1)P(X).

Correction : P est de degré 2 ou nul. On écrit ensuite P = aX” + bX +c, facilement b = 0 et ¢ = —a.
D’ou I’ensemble des solutions. Attention, P est de degré 2 ou nul (degré —oo).
Un autre type de raisonnement consiste a travailler sur les racines du polyndme inconnu :

Exercice 14 On considere 1’équation (E) :
(E): P(X*)=P(X)P(X —1)
Le but de I’exercice est de déterminer 1’ensemble des polyndémes qui vérifient (E).

1. Soit m € N*, vérifier que (X + X + 1)™ vérifie (E).
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Dans la suite, P € R[X] est un polyndme non constant qui vérifie (E).

2.
3.

Quel résultat du cours permet d’affirmer que P a une racine sur C ?

Le but de cette question est de démontrer que 0 n’est pas racine de P. On raisonne par I’absurde et on suppose que
P(0) =0.

Soit la suite (u,),cn définie par :

up=0, et VneN, up = (u,+ 1)2.

(a) Démontrer que Vn € N, P(u,) =0,

(b) Démontrer que la suite u, est strictement croissante,

(c) En déduire que le polyndme P est nul, et conclure.
On veut démontrer que toutes les racines (complexes) de P sont de module 1. On raisonne de nouveau par 1’absurde
en supposant 3o € C*, racine de P, telle que |or| # 1.

(a) Démontrer que Vn € N, P(a®") =0.

(b) Justifier que tous les termes de la suites (a*") <y Sont distincts.

(c) En déduire que P est nul, et conclure.

. Soient ¢ une racine de P, et A le point du plan complexe d’affixe «.

(a) Quelle information géométrique peut-on déduire de la question 4 ?

(b) Vérifier que (o + 1)* est racine et en déduire que |0t + 1| = 1. En déduire une autre information géométrique
sur A. .

(c) Démontrer que & = j ou & = j2, ol j = e

(d) Démontrer que j et j> sont racines de P. Que peut-on dire de leur ordre de multiplicité ?

(e) En déduire qu’il existe m € N* tel que P(X) = (X>+X +1)™.

. Conclure.

Correction : exercice classique de résolution d’équations polynomiales par les racines.
1. simple calcul. Bien vérifier que m > 0 dont P non constant.
2. D’alembert-Gauss.

3.

(a) Récurrence. Evaluer la relation en 1+ u,

®) upr —u, = u% +u,+1 et X2+ X+ 1 est sans racine réelle, donc strictement positif sur R.

(c) les valeurs {u,|n € N} sont distinctes, il y en a donc une infinité. Et toutes ces valeurs sont racines. Donc P a une
infinité de racines, donc P est nuls. Bien vérifier I’infinité de racines.

(a) Récurrence. Evaluer la relation en azn. Bien noter @ puissance 2".

(b) On peut considérer i et j tel que &> = a?’. On aura alors :

2,-‘ ‘ Y égalité des modules 2'In|ct| = 2/ In o

‘OC =|0

on peut prendre le logarithme car c’est des réels.
2 =2/ puisque Inax # 0

etdonci=j.
Bien noter que a” = @™ ne donne pas n = m si a est complexe non nul et différent de 1, il suffit que a"~
que a est racine n — m-ieme de I'unité. Par contre pour des réels, a" = a™ donne n =m sauf sia=1oua =0.
(c) Méme rédaction{a"|n € N } sont distincts donc infinité de racines.
(a) A estsur le cercle de trigonométrique.
(b) Evaluer la relation en 1 + o. A est sur le cercle de centre —1 et de rayon 1. Géométriquement, A vaut j ou 2.
(c) petit calcul en écrivant ot = a + ib ou a = ¢'® puis factorisation par angle de moitié.
(d) P est a coefficients réels, donc si j est racine, j aussi et il y a le méme ordre.
(e) m est I’ordre de la racine j. Comme j et j sont les seules racines, P se factorise dans C sous la forme :

m—1,ie

P=AX—j)"(X = 2)"A(X*+X +1)

Il reste a trouver A, ce qui se fait en regardant les termes dominants dans la relation. De plus m > 0 car P non
constant.

6. Ecriture propre de I’ensemble des solutions.
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Exercice 15 Polyndome divisibles par leur polynéome dérivée Le but de cet exercice est de trouver tous les polyndmes

non constants de C[X] divisibles par leur polyndme dérivée.
Soitn > 1.
1. Soit A € C\ {0}, eta € C. On pose P = A(X —a)". Montrer que P’ divise P, ¢’est-a-dire qu’il existe Q € C[X] tel
que P=P'Q.
2. Soit P un polyndme de C[X], de degré n > 1, divisible par son polyndme dérivé P', ¢’est-a-dire qu’il existe Q € C[X]
tel que P = P'Q.
(a) Montrer que : 3(e, ) € C2, P = (aX + B)P'. (1).
(b) En comparant les coefficients dominants dans (1), déterminer c.
(c) Montrer que la relation (1) peut alors s’écrire sous la forme : nP = (X —a)P’, ot a est un nombre complexe
que I’on ne cherchera pas a calculer.
(d) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : (n—k)P®) = (X —a)P*+1),
(e) En déduire les valeurs de P(a), P'(a), ..., P~V (a).
(f) Quelle est alors la multiplicité de la racine a de P ?
(g) Donner I’écriture factorisée de P.
3. Quel est finalement I’ensemble des polynomes de C[X] non constants divisibles par leur polyndme dérivée ?

Commentaire : tres classiquement, il s’agit d’une équation polynomiale. Attention, beaucoup ne comprennent pas
I’énoncé : question 1 on considere P de la forme ... et on vérifie qu’il est solution, question 2, P est maintenant une solution
quelconque de 1’équation.

Correction :

1. Ona:
P=A(X—a)"
donc P’ =An(X —a)""!

on a larelation : A(X —a)" = (i(X —a)) (kn(X —a)"1>

1
on pose donc : Q :Z(X —a) € C[X] existe carn > 1

etona: P =QP.

2. (a) Ona:P=QP, doncd(P)=d(Q)+d(P')=d(Q)+d(P)—1,onendéduitd(Q) =1, et Q s’écrit sous la forme
0 = aX + . D’ou le résultat.
(b) Commentaire : la réponse était donné a la question suivante.
On regarde les termes dominants, avec la notation :

P :aan + ceed<n
De P = (aX + )P, on obtient :
a X"+ .. gen = (aX —|—ﬁ> <na,,X”_1 +.. -d<n—1)
=ana, X" +...q<n.

On en déduit 1’égalité : a,, = atnay, or a, # 0, donc ot = +

n
(c) Onadonc:

1
P= <X+l3) P
n
etdonc:nP =(X+nB)P

on pose donc : a =nff € C
pour obtenir : nP =(X +a)P'.

(d) On procede par récurrence sur k, en posant : Q(k) : (n — k)P*) = (X — a)P*+1),
Initialisation : pour k = 0, Q(0) s’écrit nP = (X —a)P’, ce qui est la question précédente.
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Hérédité : On considere k fixé tel que Q(k) est vrai. On a alors :

I’hypothese de récurrence : (n — k)P(k) =(X —a)P**1)

on dérive : ( k) PEED =pktl) o (x — q)pk+2)
ce que ’on peut écrire : (n —k — 1)P*+1) ( a)P+2)
on a donc bien obtenu Q(k+ 1) (n —(k+ 1))1) (k+1) —a)p*+?)

D’ou I’hérédité.
Conclusion : Vk € N, (n—k)P®) = (X —a)P*+1),
(e) Considérons k € [0,n— 1], on a alors en utilisant la relation précédente :

(n—k)P¥ (a) =(a—a)P**V(a) =0

or n—k # 0 (puisque k < n), d’ott P¥)(a) = 0.
Ainsi, Vk € [[0 n—l]] P®(a) =0.
Attention : P" ( ) # 0. 11 faut donc faire apparaitre I’argument n — k # 0.
(f) Laracine a est d’ordre au moins n de P. Comme le polyndme P est non nul, cette racine est d’ordre exactement n.
NB : on attends : au moins n puis exactement r.
(g) NB : question mal traitée. Il faut vérifier que P n’a pas d’autre racines !
Le polynome P a n racines comptés avec leur ordre de multiplicité dans C car il est de degré n. La racine a est
d’ordre n, donc le polyndme P n’a donc pas d’autre racine.
D’apres la décomposition dans C[X], on en déduit que P s’écrit sous la forme :

P=A(X—a)"avec A € C\ {0} le terme dominant

3. Notons .# I’ensemble des polyndmes de C[X], non constants et divisible par leur polynéme dérivé. On a alors :

y:{u a)"

A eC\{0},n> laGC}

En effet, on a vu question 1 que tout polyndme de cette forme est dans ., et question 2 qu’un polyndme de . s’écrit
sous cette forme.
NB : 3 parametres dans I’ensemble.

Exercice 16 On se propose de déterminer les polyndmes P € C[X], non nul tel que
P(X)P(X +2)+P(X*) =0.

Soit donc P un tel polyndme.
1. (a) Soit o une racine de P, montrer que ¢ est racine de P.
(b) En déduire que Vn € N, a@") est racine de P.
(c) En déduire que le module de ¢ est égalaOou a 1.
2. Que peut-on dire de (o —2)??
3. Montrer que P n’admet pas d’autre racine que 1. Conclure.

Commentaire : exercice classique :
1. (a) onévalue en @ (on remplace X par o).

(b) récurrence.

(c) infinité de racines distinctes donc polyndmes nuls. On raisonne ici par I’absurde : si le module de ¢ est différent
de O et 1, alors il y a infinité de racines. D’autre part, le fait que les racines soient distinctes doit étre montré
clairement.

2. on évalue en o — 2.

3. utiliser les questions précédentes. On attends en particulier une conclusion soignée, en utilisant le théoréeme de
d’ Alembert pour montrer que ¢ existe (ou la factorisation sur C). Enfin, ne pas oublier la réciproque !

Correction :

1. (a) Puisque P est solution, on a: P(o)P(ot +2) +P(a?) =0, donc P(a?) = 0 et o? est aussi racine de P.
—_———
0
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(b)

(©)

On procede par récurrence en écrivant pour n € N : &, : a?") est racine de P.

L’initialisation est évidente pour n =0 : a®) =q qui est racine par hypothese.

Pour 1’hérédité, considérons n € N fixé, tel que &7, est vrai.

On a alors : a(®") est racine de P, et donc en appliquant la question précédente (ou en retrouvant le raisonnement),

. . nyy 2 n . . s N 1L 2.2 1%e s .
on en déduit que (a(2 )) — a®"") est aussi racine de P, d’ou I’hérédité. En conclusion, on a donc :
Vn e N, a'?") est racine de P.

Commentaire : question trés mal traitée. Pour un complexe a, on peut avoir la suite des ("),cn qui ne prends
qu’un nombre finie de valeurs (les racines n-ieme de I’unité). Par contre, on va montrer que les modules sont
distincts si |a| # 1.

Supposons par 1’absurde que le module de « soit différent de O et de 1. Montrons que les valeurs ((x(zn))
alors distinctes.

NB : on revient a la définition pour le démontrer. » _

Pour cela, on considere i et j deux entiers naturels, tel que a?) = a?). Ces deux complexes sont alors égaux en
modules, ce qui donne :

neN sont

)] =|al® = | ®.
Ce qui s’écrit aussi avec la forme exponentielle (puisque |a| # 0) :

i j o .
e2)In(ad) — (21)In(e) o5t 271n(|at]) = 2/ n(|])

et donc 2' = 2/ car |a| # 1

etdonci=j.
Ainsi, on a V(i, j) € N?, o) =a@) == Jj. Et donc les valeurs (Oc(zn))neN sont distinctes. Comme ces valeurs
sont racines de P, on en déduit que P a une infinité de racine et donc que P est nul, ce qui est une contradiction
avec P, non constant.
Rem : on peut aussi constater que si |et| < 1 alors la suite (Jot|*") est strictement décroissante, et si |ct| > 1 alors
(Je|*") est strictement croissante.
En conclusion, on en déduit donc que le module de ¢ est soit nul, soit égal & 1.

2. Puisque P est solution, on a en évaluanten o — 2 :

P(a—2)P(a)+P((a—2)*) =0,
0

donc P (ot —2)?) = 0 et donc (o — 2)? est racine de P;

3. La question précédente indique que (o — 2)? est racine, en utilisant la question lc, on en déduit que |( o — 2)?| est nul
ou égal a 1, ce qui signifie que |t — 2| est nul ou égal a 1. D’autre part, on sait que || est nul ou égal a 1.
On considere donc les différents cas :

On en déduit donc que |o

Si a =0, alors |t — 2| = 2, ce qui est impossible, donc |o| = 1.
Si|a—2|=0,ie a=2,alors || =2 ce qui est toujours impossible.
= let |a—2| = 1. Le complexe a est donc sur I’intersection de deux cercles que 1’on

dessine facilement (pensez a dessiner les cercles sur la copie). On voit sur le dessin que la seul valeur possible est o¢ = 1.
Un dessin n’étant pas une démonstration, on le prouve par le calcul : on écrit @ = €’® (puisqu’on a vu que lal =1), et
on a alors :

| —2|> =|e’® —2J> = (cos(8) —2)* +sin?(0)
—=cos?(0) —4cos(0) +4+sin*(8) =5 —4cos(0).

On déduit donc de la relation | —2|> = 1 que cos(6) = 1, et donc & = 1.
On a donc démontré : si P admets une racine ¢ dans C, alors ot = 1.

La conclusion est souvent baclée !

Soit donc P un polyndme solution, on a donc :

soit P est constant (non nul),
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* soit P n’est pas constant et en utilisant le théoréme de d’ Alembert, il admets une racine & et on a vu dans ce cas
que a = 1, d’apres la factorisation des polyndémes dans C[X], on a donc dans ce cas :

M eC, IneN, P=A(X—1)".

Si P est constant non nul, on note P=A € R, et on obtient : A24+1 =0,d’ot A =0,0u A = —1.
Ainsi, la seule solution constante non nul est A = —1.
Si P n’est pas constant, on écrit :

PX)P(X +2)4+P(X?) =A*(X - 1)"(X+1)"+A(X>—1)"
=A2(X%2 1)+ A(X%—1)".

Pour que le polyndme P soit solution, il faut et il suffit que A2+ A =0, et donc A = —1 (puisque A # 0).
Ainsi, les solutions sont les polyndmes de la forme : —(X —1)" avec n € N.
Il reste a faire la réciproque. Soit donc P un polynéme de la forme ci-dessus.

I Il ne faut pas oublier la réciproque !
On a alors :
PX)P(X+2)+P(X)=—(X—1)"x —(X +1)" = (X>—1)"
=[x -nx+n] - -1y
=0.

En conclusion, on a donc :

neN*}.

y:{—(x—n"
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Trigonalisation
Exercices

Eléments propres

Polynéme caractéristique
Diagonalisation en dimension finie
Diagonalisation et polynémes annulateurs

5 — Réduction des endomorphismes

La lettre E désigne un K-espace vectoriel. Le corps K étant R ou C. Sauf indication
contraire, la lettre u désigne un endomorphisme de E.

I Attention dans ce chapitre certains résultats sont différents selon si K =R ou
K=C.

Eléments propres
* Rappels

Les homothéties, ie les applications de la forme AId sont les applications les plus
simples, on va donc chercher a écrire un endomorphisme # comme une homothétie.

Proposition I.1 La droite D = Vect(x) de E est stable par I’endomorphisme u si et
seulement si la restriction de u a D est une homothétie.

Démonstration. On a vu cette propriété lorsqu’on a introduit les sous-espace stables.
Si D est stable, alors, on a u(x) € D, donc 34 € K, u(x) = Ax. Si on considére
y € D, alors on écrity = axetona:

u(y) =u(ax) = au(x) = adx=>Ay
Ainsi, la restriction de u a D est la fonction y — Ay, ie I’homothétie de rapport A.

On suppose IA € K, Vy € D, u(y) = Ay, Soit y € D, alors u(y) = Ay € D et
D est stable. |

Ainsi, pour trouver les droites stables, il faut trouver les vecteurs x de £ non nul
vérifiant A € K, u(x) = Ax.




242 Réduction des endomorphismes

I.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition I.1 Soitu € Z(E) .

On dit que le scalaire A est valeur propre de I’endomorphisme u si il existe
un vecteur x non nul de E tel que u(x) = Ax.

On dit qu’un vecteur x de E non nul est vecteur propre de I’endomorphisme
usiil existe A € K, tel que : u(x) = Ax. Le vecteur x est alors Un vecteur propre
de u associé & la valeur propre 1.

Le spectre de I’endomorphisme u est I’ensemble des valeurs propres de u.

% Comme on I’a vu x est vecteur propre de u si et seulement si Vect(x) est stable
par u.
Si x est vecteur propre de u associé a A, alors la restriction de u a Vect(x) est une
homothétie de rapport A.
De plus, un vecteur propre ne peut étre associé qu’une seule valeur propre : car si
u(x) = Ax et u(x) = px alors (A — p)x = 0 et comme x # 0 (un vecteur propre
estnon nul),ona A = .
Par contre, une valeur propre a plusieurs vecteurs propres associés (une infinité
qui forme un SEV comme on va le voir).

On traduit cette définition avec des matrices si E est de dimension finie :

Définition 1.2 Soit A € .#,(K).

On dit que le scalaire A est valeur propre de la matrice A si il existe une
matrice colonne X € .#, | non nulle tel que AX = AX.

On dit qu’une matrice colonne X € .7, non nulle est vecteur propre de la
matrice A si il existe A € K, tel que : AX = 1X.

La matrice colonne X est alors un vecteur propre de f associé a la valeur
propre A.

Le spectre de la matrice A est I’ensemble des valeurs propres de A.

Notation L.1. On note Sp(u) respectivement Sp(A) le spectre d’un endomorphisme u,
respectivement d’une matrice A

% Bien entendu ces définitions coincident en prenant les coordonnées : si A =
matz(u), alors A est valeur propre de u si et seulement si A est valeur propre
de A. De méme, avec ces notations : x est vecteur propre de u si et seulement si
Mat 5(x) est vecteur propre de A.

Dans le cas d’une matrice, on montre de plus que les valeurs propres sont en fait
liées a I’endomorphisme et non a la matrice qui le représente.

Proposition 1.2 Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres ie le méme
spectre.

Plus précisément, si A = P~!BP, et si AX = AX, avec X non nul alors B(PX) =
(PA)X = A(PX), donc PX (qui est non nul car P est inversible) est vecteur propre
de B.

Ainsi, les valeurs propres de A sont les valeurs propres de B et si X est vecteur
propre de A, alors PX est vecteur propre de B (associé a la méme valeur propre).
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.2 Sous-espace propre

Proposition 1.3 Le scalaire A est valeur propre de u si et seulement si Aldg — u est
non injectif.

Démonstration. Démonstration évidente : dire que u — Aldg est non injectif signifie
qu’il existe x # 0 tel que u(x) = Ax. [

p) Dire que Aldg — u est non injectif revient a dire que u — Aldg est non injectif,
puisque de maniére évidente : ker (Aldg — u) =ker (u — Aldg).

% En particulier, I’endomorphisme est injectif si et seulement O n’est pas valeur
propre, ie 0 ¢ Sp(A)
En dimension finie, on peut dire que 1I’endomorphisme u est un automorphisme
si et sulement si 0 n’est pas valeur propre.

Définition 1.3 Si A est une valeur propre de I’endomorphisme u de E, le SOUS-
espace propre associé a A est :

E; (u) =ker(Aldg —u) ou encore : E; (u) = ker(u — Aldg)

De méme, si A est une valeur propre de la matrice A, le SOUS-espacCe propre
associé a A est :

E;(A) =ker(Ald, —A) ou encore : E; (A) =ker(A — Ald,)

Les €léments propres d’une matrice ou d’un endomorphisme sont la donnée
de ces valeurs propres (de son spectre) et des espaces propres associés.

% C’est donc I’ensemble des vecteurs propres associés a A (plus le vecteur nul). On
peut aussi écrire : A est valeur propre si et seulement si £ («) # {0}. Ou encore :

E)(u) = {x € E‘u(x) = Ax}.

% L’espace propre associé a 0, noté E est le noyau ker(A).

#* Exemples

Méthode : pour trouver les sous-espace propres et les valeurs propres d’un endo-
morphisme, on résout I’équation u(x) = Ax, avec A comme parametre et x comme
inconnue.

Les valeurs de A tels que ce systeéme admet des solutions non triviales (ie non
nulles), sont les valeurs propres (les éléments du spectre).

Pour un A dans le spectre, le sous-espace propre associé est 1’ensemble des
valeurs de x solutions du systéme. Souvent on cherche une base du sous-espace
propre.

= Exemple I.1 On fixe a € K, et on considere I’homothétie de rapport & : u = aly.
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On résout donc le systeéme u(x) = Ax de paramétre A d’inconnue x qui s’écrit donc
oax=AxOna:

* si A # a, la seule solution est le vecteur nul,

* Si A = a, tout vecteur est solution.
On peut donc écrire : que o est I’'unique valeur propre, ie Sp(u) = {a} et et le sous-
espace propre associé est £, ie Eq = E. "

p) Il faut éventuellement revoir la résolution de systeme avec parametres.

c g .., [cos® —sinB
= Exemple 1.2 Pour la matrice réelle de rotation : A = <sin(9) cos(O)) € H(R).

On cherche X = (;) # 0 et A tels que :

AX =AX

ce qui s’écrit :

cos6—A  —sinf x\ (0
sin@ cos@—A/)\y/ \O
On retrouve donc que I’existence de X non nul tel que AX = AX est équivalente a la

cos@—A —sinb

. et donc a un dérerminant nul.
sin O cos O — l)

non inversibilité de la matrice <
On cherche donc A tel que :
cosO—A  —sin6

sin 6 cosf—A
¢’est-a-dire : (cos® —A)(cos® —A)+sin”0 =0
cos?0 —2Acos@ + A% +sin*0 =0

A2 —2Xcos@+1=0.

=0

Considérons le polyndme P = X2 —2X cos @ + 1. Pour que A soit valeur propre, il
faut et il suffit que P(A) = 0. On calcule donc

A:4cos29—4:4(c0529— 1)= —45in*0 <0

On voit donc que dans le cas général ot cos? 8 # 1, alors A < 0 et donc Sp(A) = 0.
Il n’y a pas de valeurs propres (ni de vecteurs propres). Ce qui est assez intuitif (pas de
droite stable car c’est une rotation d’angles 0).

Il reste les cas particuliers.

Sicos@ = 1 ie @ = 0[27], et la matrice A est I'identité. Sp(A) = {1} et E; = R2.

Sicos@ = —1ie 8 = n[2x], et la matrice A = —b. Sp(A) = {1} et E_; = R,

Remarquons immédiatement que le probleme est tres différent, si on considere A
comme une matrice complexe. Dans ce cas, on cherche A € C et X € .#51(C) non nul,
tel que : AX = AX.

Le calcul précédent est encore valable, et on se ramene a chercher les racines du
polyndme :

P=X?—-2Xcos6+1 de déterminant A = (2isin 0)?
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Les racines sont alors :

2c0s 0 +2isin 0 i i
l]zw:cose—&-isineze’e et Ar =cos —isinf =e

On a donc deux valeurs propres Sp(A) = {e"e,e*"e .

On traite le cas le plus général ou sin6 = 0. Il y a donc deux valeurs propres
distinctes. Cherchons les sous-espaces propres.
Pour la valeur propre ¢’°. On résout :

cos O — ¢'? —sin 6 x\ (O
sin O cosf—e® ) \y) \0
. —isin@ —sinB ) (x\ [0
sin@ —isin6) \y) \0O
ce qui donne puisque sin6 # 0 :
—i 1 x\ (O
1 —-i)\y) \O
avec I «+ I, —ily
i 1\ (x\ (0
0 0/\y/ \O
On obtient donc :
E,e = Vect ((1, —i))

De méme, pour la valeur propre e . On résout :
cos@ —e —sinf x\ (O
sin O cosf—e ) \y) \0
. <isin 6 —sinb (x) <O>
y

(=)

=

=)

sin@ isinO ) 0
i 1
1
i 1 X
0 y
On obtient donc :

E, i» = Vect ((1,1’))

<
S

0

= Exemple 1.3 On suppose que I’on peut écrire £ = F @& G et on consideére p le
projecteur sur F' parallelement a G.
On sait que p(x) = u ot x s’écrit u+v.
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Cherchons A une valeur propre et x = u+ v € E un vecteur propre, avec x 7 0. On
a alors :

pxX)=u=A(u+v)=Au+Av

puisque la décomposition est unique, cela donne : u = Au et Av = 0. Ainsi, si A # 1 et
A # 0, on a nécessairement u = 0 et v = 0 donc la seule solution est x = 0.
Pour A =1.0naE; =ker(p—1Id) = F.Pour A =0.On a Ey = G. Ainsi, Sp =

{0,1}.

= Exemple 1.4 On reprends les notations précédentes et on traite le cas d’une symétrie.
On cherche A une valeur propre et x = u-+ v € E un vecteur propre , toujours avec

x#0.

On a alors :
s(x)=u—v=~Au+v)=Au+Av

puisque la décomposition est unique, cela donne : u = Au et —v = Av. Comme on sait

queuouvestnonnul,onaadoncA=1ould =—1.
Danslecas A =1, etdans ce cas v=0, donc E; = F. Danslecas A = —1,on a
u=0etE_; =G. n

m Exemple 1.5 Soit E = " et u la dérivation. On cherche donc A € Ret f € € tel
que f'=Af.

Cela revient donc a résoudre 1’équation différentielle ' — A f = 0. On sait que
si A # 0, les solutions sont les fonctions proportionnelles a x — ¢**. Si A = 0, les
solutions sont les constantes (ce qui est un cas particulier du précédent).

On adonc : Sp(u) =Ret

VA €R, E; = Vect (x»—> ekx)

» Exemple 1.6 Soit E = K[X] et u ’application :
u:P— P(X+1)

On cherche donc A € Ket P € K[X] tel que : P(X) = AP(X +1).
On suppose P non nul solution pour un certain A et on écrit les termes de plus haut
degré : P =a,X"+... avec a, # 0. On a alors :

ap X"+ =A(a,(X+1)"+...)
=Aa, X"

Donc A = 1. La seule valeur propre candidate est donc 1.

On regarde donc maintenant le cas A = 1. L’équation s’écrit : P(X) = P(X +1).
Soit un polynéme P non nul solution, on a P périodique donc P borné donc P constant.
Réciproquement, tout polyndme constant est vecteur propre associé a 1.

Ainsi, Sp(u) =1l et

EA(M> = Ro[X]
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4 3 3
= Exemple 1.7 On cherche les valeurs propres de lamatrice:A= |4 3 6
4 6 3
X
La aussi, cela revient a chercher X = | y | tel que AX = AX, ou encore (A —
Z
AL)X = 0.
On échelonne le systeme :
4—1 3 3 X 0
4 3—-A 6 y| =10
4 6 3-1) \z 0
6 3-1\ [x 0 s
4 3—-1 6 y|=10 I3
4-12 3 3 b4 0 N
6 314\ [x 0 I
0 -3-2 3+ 4 vyl =10 L+ bL—1N
0 —124+64 7A-1%) \z 0 I 4l —(4— M)

On considere le cas pour simplifier la deuxieme ligne :

6 314\ /x 0 I
0 —1 y| = 0 lz(—ﬁlz
0 —1246A 7A—-A%) \z 0 I3

6 3-4\ [x 0 I

0 —1 y| =10 I

0 0 P(}L) Z 0 I3 < 3+ (12—6A),

NB : ne pas hésiter a faire le calcul de P(A) a part pour ne pas faire d’erreurs de calculs.
On trouve :

PA)=TA—=A*—12+46A =—12+134 —A* = (1-1)(A — 12).

On obtient donc : Si ’ A#1 ‘et ‘ A#12 ‘, le rang de la matrice est alors 3 :

6 3—1 X 0
0 —1 y|l=1{o
Z 0

0 0 [(1-A)(A-12)]

Le systeme (homogene) est alors de Cramer, et I’'unique solution est .3 = (0,0,0).
Ainsi, A ¢ Sp(A).
Il reste a traiter les cas particuliers.

Si , le systéme devient (on reprends le calcul 1a ot on a supposé A # —3) :
6 6

X 0
0 0 0 y| =10
0 -30 -30 Z 0
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Le systeme est alors de rang 2 et s’écrit :

4] 6 6\ [x 0
0 [-30] 30| |¥y]=](0
o o0 o0/ \z 0

soit :

4x+6y+6z2=0 . [4x=0
soit
y+z=0 y=-z

On trouve donc . 3 = {(0, —2,2) ‘z € R}. Ce qui signifie que —3 € Sp(A) et
E_3(A) = Vect((0,—1,1)).

Si , la matrice est de rang 2 et le systeme se réduit a :

4] 6 2\ [x 0
o [1] —-1]|¥]=10
0 0 0/ \z 0

Ce qui donne :

{4x—|—6y—|—2z:0 .{x:—Zz
soit
y—z=0

D’ou: . = {(—2z,z,z)’z € R}. Ce qui signifie que 1 € Sp(A) et :
Ei(A) = Vect((—2,1,1))

Si , le systeme se réduit a :

6 -9\ [x 0
0 —1]{y|=10
0 0 0/ \z 0

Ce qui donne :

_ 9y — =3
{4x+6y—|— 9z=0 <ot {x 22
y—z2=0 =z

D’ou: .%p = { (3z,2,2) ’z € R}. Ainsi, 12 € Sp(A) et :

3
Elz(A) = Vect ((4, 1, ])) .
En conclusion : Sp(A) = {12,—3,1} avec :

Ey(A) =Vect((—2,1,1))
E_3(A) = Vect((0, —1,1))

Epp(A) = Vect ((i, 1, 1)) .



| Eléments propres 249

% Comme on le voit sur cet exemple, on applique souvent le théoreme du rang en
dimension finie :

dim(E; (1)) = dim(E) — Rg(u — Aldg)

= Exemple 1.8 Soit E = CN I’espace des suites complexes.

On définit A € Z(E) par A ((tn)nen) = (Un+1)nen-

Soit A € C, on cherche les suites (u,) telles que A ((un)nen) = A(ty)nen. Cela
signifie :

VneN, u, 1 = Au,.

C’est donc I’ensemble des suites géométriques.

On voit que que tout complexe A € C est valeur propre et le sous-espace propre
associé est Vect (A") e )-

On écrit :

Sp(A) =CetVA € C, E; = Vect ((A"),cn)

% Propriétés des sous-espaces propres
De maniere évidente, les sous-espaces propres sont stables par «, en fait ils sont
stables par tout endomorphisme qui commute avec u.

Proposition 1.4 Soit u et v deux endomorphismes qui commutent.

Soit A une valeur propre de u et E) (u) espace propre associé a A.

On a alors Ej (u) est stable par v.

Autrement dit : si deux endomorphismes commutent, alors les sous-espace
propres de I’un sont stables par ’autre.

Démonstration. Soit x € E) (u), alors on sait que u(x) = Ax.Ona:
u(v(x)) =uov(x) =vou(x) =v(Ax) = Av(x)

D’ott v(x) € E) (u). On a bien prouvé le résultat. [

On peut aussi remarque que si u et v commutent, alors Al/d — u et v commutent.
Ainsi, E) (u) = ker(AId — u) est stable par v.

% En particulier : E; (u) est stable par u ce qui est évident. On peut aussi retrouver
le fait que si u et v commutent ker(u) (ie Ep(u)) est stable par v.

% Ce résultat est a utiliser avec le premier résultat de ce chapitre : si A est une
valeur propre de u telle que E; (u) est une droite (ie un SEV de dimension 1) et
si u et v commutent, alors E () est une droite stable par v.
On peut donc considérer xo une base de Ej (u), xo est donc un vecteur propre u,
mais comme la droite E; (), ie la droite Vect (x) est stable par v, on en déduit
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que xp est aussi vecteur propre de v (associé a une valeur propre qui peut étre
différente de A).

Attention : si le sous-espace propre E; (1) n’est plus une droite (ie si sa dimension
est supérieure ou égale a 2), alors, on sait simplement que c’est un espace stable.
Par exemple si E, (u) est de dimension 2 et que E; (u) = Vect(xg,x; ), alors xg et
X1 sont vecteurs propres de u associés a A, et le plan E; (u) est stable par v, mais
la restriction de v a ce plan peut €tre une rotation, et dans ce cas ni xp ni x| ne
sont vecteurs propres de v.

On a aussi : les sous-espaces propres sont en somme directe.

Proposition 1.5 Soit u € Z(E).
Si Ai,...,A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes de u alors les
sous-espaces propres associ€s Ey, (u), Ey, (u), ..., E, (u) sont en somme directe.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur p. On note P(p) la pro-
position : « Si Ay,...,A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes alors les
sous-espaces propres E; (u),Ej, (u),...,E; (u) sont en somme directe ».
Initialisation pour p = 2 : Soit deux valeurs propres A; et A, distinctes. On veut
montrer que E;, (u) NE,,(u) = {0}.
Pour cela, on considere x € Ej, () NEj,(u). On a alors :

u(x) =Ax et u(x) = Apx

et donc A;x = Axx ou encore (A} — Ay)x =0, comme A; # A, on obtient x = 0 et donc
Ejy, (u) DEy, (u).

Hérédité : Soit p fixé tel que P(p) est vraie. On considere donc A1,...,4,, 4,41
p+ 1 valeurs propres distinctes.

On doit montrer que Ey, (u), Ez, (u),. .., E; (u),Ey,,, (u) sont en somme directe.

p
Pour cela, on considere (xi,...,Xp,Xp41) € HEX,-(“) vérifiant :
i=1

p+1

Zx,-:O
i=1

On applique u, ce qui donne :
ptl ptl p+1
u in:O =0ie Zu(xi):0ouencore Z?Lixi:O

i=1 i=1 i=1

On a donc deux « lignes » :
p+l p

le- =0 ie Zx,-—l—xp_H:O
i=1

i=1

p
2: Aix; =0 ie 2:A¢W—%AT+1XP+1::O
i=1 i=1
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On fait [ <— [, — A,,11/; pour obtenir :

M~

(7Li — lp_;_] )Xi =0
j= | N——r
€Ly, (u)

En appliquant I’hypothese de récurrence, on obtient :
Vie[l,p], (Ai—Ap41)xi =0etdoncx; =0car A; # Api 1.

On en déduit alors que x,4+1 = 0, puis que la somme est directe. D’ou I’hérédité. W

1) Attention, la somme est directe ce qui ne signifie pas que la somme fait I’espace
entier : cela signifie que la décomposition sous la forme Zl’-’:l Xx; ou chaque
X; € E;, est unique si elle existe.

Corollaire 1.6 Soit u € Z(E), et A4,...,A, des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de u.

Soit (x1,...,X,) une famille de vecteurs vérifiant : pour tout 7, x; est un vecteur
propre associé a A;, alors la famille (xy,...,x,) est libre.

Autrement dit lorsqu’on construit une famille en réunissant des vecteurs pris dans
des sous-espaces propres différents, on obtient une famille libre.

Démonstration. On considere I’équation :

Or Aix; € Ej,(u) et les sous espaces propres Ej, (u) sont en somme directes.
Ainsi : Vi € [1, p]], Aix; = 0 et donc A; = O car x; étant un vecteur propre, il est non
nul. |

m Exemple 1.9 En appliquant les résultats précédents, on obtient le résultat suivant : si
(A1,A2,...,4,) sont p complexes distincts, alors :

La famille de suites complexes ((QLI” Vs (A3, s ey (/’L[’,‘)n> est libre dans CY

l] /’sz

La famille de fonctions (x — e x— et x— e’ll’x) est libre dans C®

= Exemple .10 Pour la matrice A =

B~ B~ b

33
3 6], on obtient que la famille :
6 3

3
<(—2, 1,1),(0,—1,1), (1, 1, 1)> est libre donc une base de R*
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dans cette base, la matrice de I’endomorphisme associé a A est diagonale. Ainsi, A est
semblable a :

1 0 O
0 -3 0
0 0 12

Corollaire .7 Si E est de dimension finie et si A, ..., A, sont des valeurs propres
distinctes de u, alors :

)4
Y dim(Ej, (u)) < dim(E).
i=1

De plus, on a :

p

PEs () =E < ) dim(Ey,(u)) = dim(E).
i=1

i=1

Démonstration. On a :
p
PE),(u) CE
i=1

et donc :

dim (@E,ﬂu)) < dim(E)
i=1

or la dimension d’une somme directe est la somme des dimensions, ce qui donne :

f dim(E, (1)) < dim(E).

i=1

De plus, comme on a ’inclusion évidente EBL] E;,(u) C E, on a égalité si et
seulement si ils ont la méme dimension.
|

Corollaire 1.8 En particulier, dans un espace de dimension n, un endomorphisme a
au plus n valeurs propres distinctes. Ou encore : une matrice carré de .#,(K) a au
plus n valeurs propres distinctes.

Démonstration. Sion note Ai,...,A, les valeurs propres de endomorphisme u, alors
par définition dim(Ej, (1)) > 1 puisqu’il contient un élément non nul.

P
Ainsi, de Zdim(E;Li(u)) < dim(E), on tire : p < n. [
i=1
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1.3 Valeurs propres et polynome d’endomorphisme

Il
.1

La proposition suivante fait le lien entre les valeurs propres de u et les valeurs
propres de P(u). avec comme cas particulier, le cas ot P(u) =0, ie P annule u.

Proposition 1.9 Soit P € K[X].

Si A est valeur propre de u, alors P(A) est valeur propre de P(u). De plus, si
x est vecteur propre de u associé a A, alors x est vecteur propre de P(u) associé a
P(A).

Si P est annulateur de u et A est une valeur propre de u, alors P(A) = 0. Autre-
ment dit, les valeurs propres sont racines des polynémes annulateurs.

Ou encore : si P annule u, alors toutes valeurs propres de u annule P.

Le méme résultat est valable pour des matrices.

Démonstration. Soit A € SP(u). On sait alors qu’il existe x € E non nul, tel que :
u(x) = Ax.

On a alors u?(x) = A%x et u®(x) = A3x. On montre ainsi facilement par récurrence
que u*(x) = Akx pour toute valeur de k € N (c’est vrai pour k = 0).

Ce qui montre que

P(u)x = i ik (x)
k=1

- (): M) (x) = P(A)x
k=1

Ainsi, P(A) est valeur propre de P(u) et x est un vecteur propre associé.

Supposons maintenant que P soit annulateur de u, ie P(u) = 0. On considere
toujours A valeur propre de u et x vecteur propre associé.

On a alors :

P(u)(x) =0=P(A)x

comme x # 0 ¢’est nécessairement que P(A) = 0. [

% Il peut y avoir des racines du polyndme annulateur qui ne sont pas valeurs
propres. Par exemple, si P est annulateur, alors QP est aussi annulateur pour tout
polyndme Q. On peut donc ajouter des racines a P qui ne sont pas nécessairement
des valeurs propres. De plus, rien n’est indiqué sur la multiplicité.

Méthode : Lorsqu’on dispose un polyndme P annulateur de u, on restreint la
recherche des valeurs propres de u aux racines de P

Polynébme caractéristique
Définition

On se restreint pour cette section a un K-espace vectoriel E de dimension finie 7.
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Définition 1.1 Le polyndme caractéristique de la matrice A € ., (K) est
I’unique polyndéme vérifiant :

VA €K, 2a(A) = det(AL, — A)
Oou encore :
VA €K, ya(A) = (—1)"det(A — A1)

Notation IL.1. Par abus de langage, on note : Y = det(X1, — A) comme si on mettait
Uinconnue X dans les coefficients de la matrice.

p) Selon les cas, il sera plus simple d’utiliser I'une ou I’autre formule.

Autant que possible il faut séparer la fonction polynomiale du polynéme : on
écrit x4(A) pour la valeur du polyndme en A (en particulier pour chercher des
racines), et Y4 « avec des grands X » pour le polyndme lui-méme.

Pour faire les calculs de polyndme caractéristique, on peut soit utiliser la lettre
X (et donc faire une matrice dont les coefficients sont dans I’ensemble des poly-
ndémes), soit utiliser la lettre A puis revenir au X lorsqu’on donne le polyndme
caractéristique.

% Le polyndme caractéristique se calcule donc a 1’aide d’un déterminant qui dé-
pends d’un parametre.
Pour prouver que y4(2) est une fonction polynomiale en A on peut simplement
remarquer qu’un déterminant d’une matrice est un polyndme en les coefficients
de la matrice.
Cela peut se prouver par récurrence en utilisant le développement selon une ligne
ou en utilisant la formule :

detM) =Y. (=1)*M1)Mag)- .- Myg(n)
oeX(n)

I Proposition II.1 Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

Démonstration. En effet pour A € Ket A= P 'BP:
det(A1, —A) =det (AL, — P"'BP)
=det (P~ ' (AL, —B)P)
=det (P~") det (AL, — B) det (P)
=det (P~ 1) det(P)det(Al, —B)
ﬁ,_/

=1

p) On peut aussi dire que A7, — A et A1, — B sont semblables puisque :

AL, —A=P ' (AL, —B)P
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Ainsi le polyndme caractéristique est lié a I’endomorphisme et non a la matrice, on
peut donc définir :

Définition 1.2 Soit E de dimension finie.
Le polyndbme caractéristique de I’endomorphisme u € . (E) est le poly-
ndme caractéristique de la matrice de I’application u# dans une base quelconque.
Cela ne dépend pas de la base choisie.
On peut écrire : )y, = det(XIdg —u).

= Exemple Il.1 Pour une matrice de taille 2 x 2 :
a b
= (3)
On calcule pour A € K :

xa(A) = c d—-A

=(a—A)(d—A)—cb
=A?—(a+d)A+ad —cb

a—2A b '

Ce que ’on écrit (avec un polyndome formel) :

a=X>—(a+d)X +ad—cb=X*—Tr(A)X +det(A)

Lien avec les valeurs propres

Proposition 1.2 — Polyndme caractéristique et valeurs propres. Les valeurs
propres de I’endomorphisme u (respectivement de la matrice A) sont les racines de
son polyndme caractéristique.

On a donc un moyen « simple » de donner les valeurs propres : calculer le polyndme
caractéristique puis déterminer les racines.

Démonstration. A est valeur propre si et seulement si AIdg — u n’est pas injectif, si et
seulement si le déterminant de AIdg — u est nul. |

m Exemple 1.2 Si on reprends 1’exercice sur les valeurs propres de la matrice : A =

4 3 3
4 3 6| On peut calculer le déterminant pour A € R :
4 6 3

Cela peut se faire avec la regle de Sarus ou par manipulation sur les lignes et les
colonnes ou encore par développement selon une ligne / colonne.
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Ici par exemple :

xa(A)=(4—-2)B3-2)3—A)+4x6x34+4x3x6
—3x(3-A)x4—-6x6x(4—A)—(3—A)x3x4

=13 — 1042 —-271 +36
=(A—12)(A+3)(A—1)

% Notons que cette méthode consiste donc a calculer un déterminant avec un
parametre (on obtient alors un polyndéme), puis a calculer les racines de ce
polyndme. Cette méthode est donc difficile a utiliser directement (en dehors des
dimension 2 et 3).

De plus, elle ne donne pas les sous-espace propre.

p) Pour la culture c’est en fait le contraire. Pour obtenir numériquement les racines
d’un polynéme P, on construit la matrice compagnon (une matrice A vérifiant
X4 = P) et on calcule numériquement les valeurs propres de A.

% On a donc une situation différente entre C et R :

— sur C tout polyndme (non constant) a une racine, donc tout endomorphisme
a une valeur propre (si n > 2).

— sur R certain polyndmes n’ont pas de racines, donc certain endomorphismes
n’ont pas de valeur propre réelle, mais ces endomorphismes ont une valeur
propre complexe !

Par exemple, on sait que si le degré du polyndme est impair, alors le polyndome
a une racine réelle. Donc si la taille de la matrice est impaire, alors elle a une
valeur propre réelle.

Comme on I’a vu une matrice de rotation n’a pas de valeurs propres réelles mais
elle a deux valeurs propres complexes.

Proposition 1.3 — cas particulier d’'une matrice triangulaire. Si A € .#,(K) =

(04] * - *
0 o . . . 2.9 2
une matrice triangulaire supérieure de diagonale (@, ..., 0,).
: : .
0 ... 0 o

On connait alors son polyndome caractéristique :

n

=1 -a)

k=1

et

Sp(A) ={ou,...,0,}
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Ainsi, pour une matrice triangulaire, les valeurs propres sont les coefficients
diagonaux.
Ce résultat est aussi valable pour une matrice triangulaire inférieure.

Démonstration. 11 suffit d’écrire le déterminant de A1, — A pour le voir. |

% Ainsi, pour une matrice triangulaire supérieure c’est tout simple : les valeurs
propres sont sur la diagonale !

# Cas d’'une matrice triangulaire par bloc
Considérons le cas d’une matrice triangulaire par blocs : si la matrice M s’écrit sous
la forme :

M= <13 g) avec A € #,(K) et D € #,(K)

On a alors :
(A=A, C -
M—)Lln_< 0 D—?LI) avec p+q=n
En utilisant le déterminant par blocs (que I’on verra au chapitre déterminant), cela
donne :
VA €K, xpu(A) =det(M —AlL,)
=det(A —Al,)det(D— Al,)
=Xa(A)xp(A)
On a donc :

XM = XAXD

le polyndme caractéristique est le produit des polyndmes caractéristiques de la diago-
nale.
On obtient ainsi le résultat suivant :

Théoréme 1.4 — Elément propre d’un endomorphisme induit. Soit F un sous-
espace vectoriel de E stable par u € Z(E) et ii I’endomorphisme de F induit par
u.

C’est-a-dire :

N { F — F
i:
x —> u(x)
Alors le polyndme caractéristique de i divise celui de u.

En particulier, toute valeur propre de i est valeur propre de u et 1’espace propre
associé est I’intersection de celui de u avec F.

Démonstration. Puisque F est stable par u, alors la matrice de u dans une base %
adapté est triangulaire par bloc. Comme ci-dessus, on note donc :

M = Mat.(u) (g‘ g)
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A est la matrice de I’endomorphisme induit i. On a vu : Xy = x4 Xxp- Ce qui signifie
que Xi = Xa divise Xu= XM-

En particulier, une valeur propre de i est racine de }; donc racine de ¥, donc valeur
propre de u.

On considére maintenant A une valeur propre de i (donc de u), on note E; =
ker(u — Aldg) et Ej = ker(ii — Aldr) les sous-espaces propres associés. Montrons
que :

Ek =E,NF

Soit x € Ey, alors x C F (puisqu’il est vecteur propre de ii qui est définie sur F). de plus
i(x) = Ax,ie u(x) = Axetdonc x € Ej.

Réciproquement, si x € E; NF, alors u(x) = Ax et x € F, donc on peut calculer
ii(x) et ii(x) = Ax, ainsi, x € £, d’ou I'égalité. [

% L’idée est que lorsque 1’on a des sous-espaces stables (en particulier si ils sont
supplémentaires), on peut découper le probleme de la recherche d’éléments
propres de I’application u a la recherche d’éléments propres des endomorphismes
induits.

1.3 Coefficients

Proposition 11.5 — Quelques coefficients du polynéme caractéristique. Le
polyndme caractéristique est unitaire de degré n.
On a aussi pour une matrice A et un endomorphisme u :

Xa=X"—Tr(A)X" "4+ (—1)"det(A).
X =X"—Tr)X" '+ + (=1)"det(u).

En particulier pour une matrice A € ./Z>(K) :
x4 =X>—Tr(A)X +det(A).
Démonstration. En prenant A = 0, on obtient que le terme constant est égal a (—1)"det(A) =

det(—A).
La formule se démontre en écrivant pour A € K :

l—an —dajip —din
—ay; A—axn ... —aop

Xa(A) =
—ap A —ay,

On utilise alors la formule suivante (qui est hors-programme) :

det(M) = Y (—1)*OM 51\ Mao(2) ... Myo(n)
oeS(n)
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On constate que si o est I’identité, alors le terme est un polyndme de degré nen A, si
o # I, alors il y a deux termes qui ne sont pas sur la diagonale, donc le terme est un
polyndme de degré au plus n— 1 en A. Ainsi :

XA(A) = (7L —all)(l —azz)...(l—ann)-l-

~—
deg<n—2
en développant, cela donne :

xa(A)=A"— (a1 +axn+--- +ann)ln71 T
deg<n—2

Pour une matrice 2 x2,ona:siA = (Ccl Z) alors :

2a(X) =X*>—(a+d)X + (ad — bc) = X* — Tr(A)X +det(A).

a b ¢
Pour une matrice 3 x 3, la formule est la suivante : siA= | d e f | alors
g h i

o= X2~ Tr(A)X?+ ((ae —db) + (ai— g¢)+ (ei—h f))X — det(A)

Remarquez que le coefficient devant X est une somme de mineurs : il s’agit des
déterminants extraits de la matrice comme si on développait par rapport a la diagonale.

% Ce résultat permet de déduire parfois le polyndme caractéristique sans calcul en
raisonnant sur les coefficients du polynéme.

Corollaire 1.6 On suppose que le polyndme caractéristique est scindé : on note
n

xa(X) =[x —2).
i=1
Dans cette écriture, les valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes,

elles sont écrites autant de fois que leur ordre de multiplicité comme racine de x4
(leur multiplicité algébrique définie plus loin).

Dans ce cas, la matrice A a autant de valeur propre (compté autant de fois que
leur multiplicité) que sa taille. On a aussi :

Ai ie la trace est la somme des valeurs propres

I
N

Tr(A)
1

s I

det(A)

Ai ie le déterminant est le produit des valeurs propres

Dans cette écriture, on compte les valeurs propres autant de fois que leur multiplicité
comme racine de )4 (multiplicité algébrique).
Ce résultat est particulierement utile dans C ou tous les polyndmes sont scindés.
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Démonstration. Cela provient des relations coefficients / racines :

n n n
[Tx-2)=x"-Y ax" '+ +(=1)"T]A
i=1 i=1 i=1
On identifie ensuite avec les coefficients précédemment calculés. |

= Exemple I1.3 Pour comprendre I’écriture avec « autant de fois que leur multiplicité » :
Siya=(X—21)%(X —2A)(X — A3)*, alors :

Tr(A) =2A1 + A, + 443
det(A) =A2 A4

% Si on veut des valeurs propres distinctes, il faut écrire :

Ja(X) = ﬁ(x ey

et donc :

S

P
Tr(A) =Y my A det(A) =] 4™
i=1

i=1

m,, est I’ordre de multiplicité de la valeur propre comme racine de y (ordre de
multiplicité algébrique).

1.4  Mutliplicité d’une valeur propre

Puisque les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique, on peut
faire un lien entre le chapitre Polyndme (et les notions d’ordre des racines) et I’algebre
linéaire.
On rappelle que :
« A est une racine d’ordre d de P, si A annule P, P/, ..., P?"! et pas P¢. Avec le
lien entre racine et divisibilité, cela s’écrit : (X — 4)¢ divise P mais (X — A)4*!
ne divise pas P.

A est une racine d’ordre au moins d de P, si A annule P, P, ..., P47, ce qui
signifie que (X — A)¢ divise P.

Définition 11.3 — Ordre de multiplicité d’une valeur propre. Soit A une valeur
propre de I’endomorphisme u.

On appelle I’ordre de multiplicité de la valeur propre A son ordre de multi-
plicité en tant que racine de ¥,,.

On définit de méme I’ordre de multiplicité d’une valeur propre A d’une matrice
A : ¢’est ’ordre de multiplicité de la racine A du polyndme x4.

Notation I1.2. La multiplicité d’une valeur propre est noté m;,.

On a deux maniere de mesurer I’importance d’une valeur propre :
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* en considérant ’ordre de la valeur propre dans le polyndome caractéristique :
il s’agit de la multiplicité telle qu’elle est définie ci-dessus et notée m; . On parle
parfois de multiplicité algébrique.

* en considérant la dimension du sous-espace propre : dim(E; ). On parle de
multiplicité géométrique.

p) Lorsqu’on ne précise pas c’est I’ordre algébrique qui est utilisé.

. L . 11 R (o
= Exemple 1.4 Si on considere la matrice A = ( 0 1> , alors son polyndme caractéris-

tique est x4 = (X — 1)2, son spectre est {1}, I’ordre algébrique de 1 est nm; = 2, comme
rg(A—1I) = 1, son ordre géométrique est 1. .

Les liens entre ces deux mesures sont dans la proposition suivante :

Théoréeme |1.7 — Dimension d’un sous-espace propre et ordre de multiplicité.
Soit A une valeur propre de I’endomorphisme u et E; 1’espace propre associé, m;,
I’ordre de la valeur propre A.

On a alors :

1< dim(E;L) < my,

Autrement dit la dimension du sous-espace propre est au plus I’ordre de multipli-
cité de la valeur propre.

Démonstration. Déja les inégalités 1 < dim(Ej) et 1 < m, sont évidentes.

Considérons ensuite 1’espaces E; . On construit une base # de cet espace. Puis on
ajoute des vecteurs a & pour construire une base ¢ de E (autrement dit, on a construit
une base ¢ adaptée a E) ).

La matrice de u dans cette base est triangulaire par bloc :

A * %
- x %
A x x| (Alr B
0O 0 0 =« «x|  \0 C

: ok %
0O 0 0 x =%

Le bloc en haut a gauche est de taille r = dim(E} ).
Considérons 7 € C et calculons x4 (¢) :

A—t * *

wO=0
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On en déduit que ya(tr) = (A —1)"(—1)"det(Al,—, — C). Ainsi, (A —X)" divise le
polyndme x4 (autrement dit A est racine d’ordre au moins r). et donc r < m. On en
déduit que la dimension de I’espace propre E; est inférieur a la multiplicité de la racine
A dans le polyndme caractéristique. |

% Une démonstration alternative (en fait la méme), consiste a écrire que E), est
stable par u, donc on peut considérer 1I’endomorphisme induit sur £, noté i.
Cet endomorphisme est une homothétie. Donc x; = (X —A4)" avec r = dim(E}y ).
Comme y; divise x,,, on retrouve que (X — A )" divise ¥, et donc que A est racine
d’ordre au moins r de X,,.

m Exemple I1.5 Supposons que u soit de rang r < n, alors ker(u) = Ey est de dimension
n—r, donc la racine 0 de P est d’ordre au moins n — r et donc ¥, est divisible par X" .
]

Corollaire 1.8 Si A est valeur propre simple de u (ie son ordre de multiplicité est
1), alors dim(E, ) = 1.

% Ces résultats sont tres utiles pour calculer le polyndme caractéristique d’une
matrice A : on voit des valeurs propres « évidentes » sur la matrice (en particulier
0, 1 ou en regardant la diagonale) et on en déduit des propriétés de x4.
En utilisant les coefficients connus on en déduit enticrement 4.

= Exemple 1.6 On considere la matrice :

0 e 0 oy

A, = . . .
0 ... 0O (04]

Op—1 ... 0O0q 0

On suppose les ()¢ ,— 1) non tous nuls.

On veut calculer le polyndme caractéristique de A, noté y,.

Le rang de A, est 2, donc X" divise le polyndme J,. Comme on sait qu’un
polynodme caractéristique est unitaire et de degré n, on en déduit qu’il s’écrit sous la
forme x, = X" 2(X? +a,X +b,).

Il reste a calculer a,, et b,,.

On développe, cela donne :

Ao =X"+a, X" + b, X"

Ainsi, a, est la trace, et donc a, = 0 ie ), = X" 2(X> +b,)
Pour b,,, on peut procéder par récurrence.
On sait : ), = X" 2(X?> +by,).
Pourn=2,0ona:

X — 0

X2 = oy X

’:X2—a12

LN _ 2
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Pour n = 3, on essaie de se ramener au cas précédent :

X 0 —0p
=0 X —o

—0h —0q X
X -
— 0 X
=X — 05X
=X (X*—aj — 3)

0 —0h

=X
X —o

+(=1)* (~)

dvlp colonne 1

On pose donc :

n—1
(@(n) . ”xn :Xn72 (XZ _ Z a?) 2

i=1

et on démontre que la propriété est vraie pour toutb n > 2 par récurrence. On a déja vu
le casn = 2.

Soit n > 2 fixé tel que & (n) est vraie.

On calcule donc :

X — 0oy,
X — 01
Ant+1 = :
X — 0
-, —0y—1 ... —0q X

on utilise la méme méthode que pour le cas n = 3 et on développe donc selon la premicre
colonne :

X — 01 0 X
Y1 =X . : +(71)n+2(7an) . .
X — 0 0
Oy ... —O4 X -0, —0y_ 1 ... —04
X

=X+ (—1)" (=) (1) (—0t)

=X+ (—a) X"

(attention a bien noter les tailles des matrices /déterminants que 1’on peut mettre
éventuellement en indice).
On a donc bien montré la propriété :

n—1
VneN, g, =X""2 <X2 -y ocf)
i=1
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Diagonalisation en dimension finie

On considere toujours le cas ou E est de dimension finie 7.

Définitions
Définition I1l.1 On dit qu’un endomorphisme u € .Z(E) est diagonalisable si il
existe une base Z de E telle que Matz(u) est diagonale.

On dit qu’une matrice carré de .#,(K) est diagonalisable si I’endomorphisme
canoniquement associé est diagonalisable autrement dit si et seulement si elle
est semblable & une matrice diagonale. C’est-a-dire qu’il existe P € GL,(K) et
D € .#,(K) triangulaire diagonale telle que : A = PDP~!.

On a aussi un lien évident entre ces deux définitions :

Proposition Ill.1 Un endomorphisme u est diagonalisable, si et seulement si pour
tout choix de la base € la matrice de u dans la base € est diagonalisable.

Plus intéressant, on a le résultat suivant (qui est parfois pris comme définition d’un
endomorphisme diagonalisable) :

Proposition IIl.2 Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si il existe
une base A constituée de valeurs propres de u.

Démonstration. Si il existe une base de valeurs propres alors dans cette base la matrice
de u est diagonale.

Réciproquement : la base Z telle que Mat4(u) est diagonale n’est constituée que
de vecteurs propres. |

L’un des intéréts des matrices diagonalisables est que 1’on peut facilement calculer
les puissance n-ieme :

I Proposition 1.3 Si A = PDP~!, alors Vn € N, A" = PD"P~ .

Démonstration. Par une récurrence immédiate. [ |

p) Rappel : pour mettre une matrice diagonale a la puissance n-icme, il suffit de
mettre les coefficients a la puissance n-iéme.

Si une matrice est diagonale, alors les valeurs propres sont sur la diagonale. (en fait
si la matrice est triangulaire supérieure, alors les valeurs propres sont sur la diagonale).

Si une matrice A est diagonalisable, et si A se réduit en la matrice diagonale D (ie
si il existe P tel que A = PDP~!), alors les valeurs propres sont sur la diagonale de la
matrice D.

On peut se demander combien de fois elles sont écrites. Supposons que :

Matz(u) = D avec D diagonale.
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Déja, on peut toujours changer 1’ordre des vecteurs de 24 pour organiser les valeurs
propres dans 1’ordre :

A

A

Mat g (u) =

Ap

Comme on I’a vu les valeurs propres sont sur la diagonale, ainsi Sp(u) = {A1,...,4,}
(dans cette écriture les valeurs propres sont distinctes).
Notons k le nombre de fois ou A; est écrite. On a :

0

A—M
Mat@(u)—lll = lz—ﬂ.l

Il y an—k termes diagonaux non nuls (puisque les autres valeurs propres sont différentes
de 41). Ainsi,

Rg(u—MIl;)=n—k

et donc E;, est de dimension k, ie la valeur propre A, est écrite autant de fois que la
dimension du sous-espace propre.

Ainsi, lorsqu’on réduit un endomorphisme diagonalisable en trouvant une base %4
telle que Mat4(u) est diagonale, alors sur cette matrice diagonale, se trouve les
valeurs propres écrites autant de fois que la dimension du sous-espace propre associé
(ie que I’ordre géométrique).

De la méme maniere, pour une matrice A que I’on réduit a une matrice diagonale
D, alors on va trouver dans D les valeurs propres de A écrites autant de fois que leur
ordre géométrique.

p) Leméme raisonnement peut étre fait a I'identique pour une matrice qui se réduit
a une matrice triangulaire supérieure (matrice trigonalisable vue plus loin).
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% La matrice identité (comme toute matrice diagonale) est diagonalisable, ainsi que
la matrice nulle.

. 11 . . . . "
La matrice : 0 1) n’est pas diagonalisable, sinon ce serait I’identité.

En effet, son spectre est {1}, donc si elle était diagonalisable, nécessairement, on
aurait :

11 _
<0 1>:P12P L

1 1 . . L .
Notons que : <O 1+8> avec € > 0 est diagonalisable. Ainsi, si on modifie
un tout petit peu une matrice diagonalisable, on peut avoir une matrice non
diagonalisable.

Pour bien repérer I’expression A = PDP~! il est plus simple d’écrire AP = PD, en
effet :

* AP est le produit de A par chaque colonne de P, comme les vecteurs propres sont
dans la colonne, c’est trés simple a calculer : avec des notation évidentes :

| | . |
Ala & o |=(4aa a6 AG,

* PD est obtenue en multipliant la colonne i de P par A; (ie la valeur propre
associée) :

|
PD=(C G

A

O —

n

= MG G 4G

Ainsi, la relation AP = PD signifie que la matrice P contient des vecteurs propres
associés a chacune des valeurs propres écrites dans le méme sur la diagonale de
D.

Lorsqu’on réduit une matrice A en une matrice diagonale en écrivant A = PDP !,
alors P contient les vecteurs propres de A associés aux valeurs propres écrites dans la
diagonale de D, dans le méme ordre. Ces vecteurs doivent former une base.

La matrice P est donc construite en cherchant des bases de chaque espace propre.
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4 3 3
m Exemple lll.1 PourA=(4 3 6|,onavu:
4 6 3

Ainsi la matrice A se réduit sous la forme A = PDP~! avec :

1 0 0 -2 0 3
D=[0 -3 0 et  P=(1 -1 1
0 0 12 111

Si on change I’ordre des valeurs propres dans D, alors il faut changer 1’ordre des
vecteurs propres dans P. "

+% Théoréme spectral

Le théoréme suivant sera vu et reformulé dans le cours sur les espaces eucli-
diens :

Théoreme 1.4 — Théoréme spectral. Pour toute matrice symétrique réelle A,
il existe une matrice diagonale réelle D et une matrice orthogonale P telles que
A=pPDP".

En particulier, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.

.2 Lien avec la dimension des sous-espaces propres
Soitu € Z(E). Onnote Sp(u) = {A1,...,A,} avec (A)ic[1 pj les p valeurs propres
distinctes de u.
On peut rappeler que :
* les sous-espaces propres E, () sont en somme directe,

)4
» comme ils sont inclus dans E, on a donc toujours : Z dim(Ey,(u)) < dim(E).
i=1
* On a I’égalité des dimensions si et seulement si les sous-espaces propres sont
supplémentaires dans E :

p

Z{dim(Eli(u)) =dim(E) <= PE),u)=E
= i=1

On a le résultat suivant :

Proposition 111.5 Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimension de ses sous-espaces propres est égale a la dimension de
I’espace E.

P
On a dans ce cas : EBE,L.(M) =E.

i=1
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P
Démonstration. On suppose Z dim(Ey,(u)) = dim(E).
i=1
Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, cela donne :

p
@Eli(u) =E
i=1

On construit alors une base de E en réunissant une base de chacun des Ej,. Cette base
est constituée de vecteurs propres. On en déduit que u est diagonalisable.
Réciproquement, si u est diagonalisable, alors dans une base % constituée de
vecteurs propres, la matrice de u est diagonale.
Sur la diagonale sont écrites les valeurs propres autant de fois que la dimension du
sous-espace propre (multiplicit€ géométrique). Autrement dit la valeur propre E), est
écrite dim(E), ) fois. Comme il y a dim(E) coefficients sur la diagonale, on en déduit

que y dim(Ey,(u)) = dim(E).
i=1 =
m Exemple 11l.2 Pour un projecteur p,onakerp $Ilmp =E.
Or, p a deux valeurs propres O et 1 et Eg = kerp et Ey = Im p. Donc :
dim(Ep) 4+ dim(E;) = dim(E)
et au final : p est diagonalisable. "

= Exemple IlIl.3 Pour une symétrie s. On a deux valeurs propres 1 et —1. et on a
E\®E_| =E, donc de méme s est diagonalisable. n

. 1 1Y\ .
= Exemple 1.4 Pour la matrice A = ( 0 1), il n’y a qu'une valeur propre (1) avec

dim(E,) = 1. Elle n’est pas diagonalisable. .

Lien avec le polynéme caractéristique

Soit une matrice diagonale D.

On reprend le raisonnement précédent : on 1’écrit avec des coefficients diagonaux
(ie des valeurs propres) (A1,42,...,A,) tous distincts, et pour simplifier les notations,
on ordonne les coefficients diagonaux :

A
M

M
A

On note k le nombre fois ot est écrit A;. En étudiant le rang de D — A1, on voit que
k = dim(E,, ) ie I’ordre géométrique de A;. En calculant le polyndme caractéristique
XD, on voit que k est I’ordre de A; comme racine de xp ie ’ordre algébrique de A;.
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Ainsi dans une matrice diagonale, les valeurs propres sont sur la diagonale et sont
écrites autant de fois que I’ordre de multiplicité algébrique et géométrique qui sont les
mémes.

Dans une matrice triangulaire supérieure U, les valeurs propres sont sur la diagonale,
mais si on utilise des notations similaires :

Aok . % L. %
Alox %
U= *
A,l * .
Ay %

On voit que A; est écrite autant de fois que 1’ordre algébrique, qui n’est pas 1’ordre
géométrique des que le « triangle » au dessus des A; n’est pas constitué uniquement de
0.

Proposition Ill.6 L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si :
* le polyndme caractéristique de u est scindé sur le corps K.
* et pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est
égale a I’ordre de multiplicité dans le polyndme caractéristique.

Démonstration. Supposons que 1’endomorphisme u soit diagonalisable. On consi-
dere la base Z# constituée de vecteurs propres.

Dans cette base la matrice A de u est diagonale donc le polyndme caractéristique
de A (et donc de u) est scindé. De plus, I’ordre de multiplicité algébrique d’une valeur
propre A est le nombre de fois ou cette valeur est écrite sur la diagonale, ¢’est-a-dire la

dimension de Ej .
p

On suppose que x, = H(X —A) " avec Vi € [1,p], m; = dim(E;).
i=1

)4
Alors en regardant le degré : Z m; = deg(x,) = n.
i=1
Donc I’endomorphisme est diagonalisable.
|

% Ici encore, on va avoir une différence entre R et C : certains polyndmes sont
scindés sur R mais pas sur C.
Par exemple une rotation est diagonalisable dans C mais pas dans R.

Corollaire lll.7 En dimension n, un endomorphisme admettant n valeurs propres
deux a deux distinctes est diagonalisable et les sous-espaces propres sont alors de
dimension 1.

% Ainsi, si le polyndme caractéristique est scindé a racines simples, alors 1I’endo-
morphisme est diagonalisable.



270 Réduction des endomorphismes

Démonstration. Dans le cas de n valeurs propres deux a deux distinctes notées (A1, ..., 4,),
on sait :

X=X-A)...(X=2)
et pour chaque valeur propre A, on am; = 1 =dim(E,). [

IIl.4  Calcul effectif de la diagonalisation

Soit une matrice A et u I’endomorphisme associé.

Réduire la matrice c’est trouver une matrice inversible telle que B = P~'AP soit
une matrice simple. Autrement dit c’est trouver une base pour laquelle I’endomor-
phisme u a une matrice simple.

Dans le cadre d’une matrice diagonalisable, on cherche P et D telle que A =
PDP!.

voici un procédé général a adapter :

* On calcule le polynome caractéristique x4,

* On cherche les valeurs propres (les racines de y4) et leur ordre (ordre algé-

brique).
* Pour chaque valeur propre A4, on calcule le rang de A — A1,,, ce qui va donner
dim(E, ) ie I’ordre géométrique.

On peut alors savoir si A est diagonalisable. Ensuite :

* pour chaque valeur propre A, on cherche une base du sous-espace propre en
résolvant le systeme (A — A1,) X = 0.

* En réunissant chaque base construite ci-dessus, on obtient une base de E.
On met les coordonnées de ces vecteurs dans une matrice P qui est donc
inversible.

 Onaalors AP = PD et donc A = PDP~!

-1 2 -1
= Exemple lI1.5 On considere la matrice A= | —=3 4 -3
—4 4 —4

On voit que A est de rang 2, donc 0 est valeur propre (avec un sous-espace propre
de dimension 1). On regarde ensuite :

X+1 =2 1
wmX)=| 3 X-4 3
4 -4 X+4
On voit que pour X = 1 il y a une chute de rang : rg(Il3 —A) = 2 ainsi, 1 est dans

le spectre. On en déduit que x4 s’écrit x4(X) = X(X — 1)(X — a), la derniére valeur
propre s’obtient par la trace. Et donc :

Xa(X) =X(X -1)(X+2)

ainsi Sp(A) = {0,1,—2}, A a trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable (et
les sous-espaces propres sont des droites).
On cherche une base des sous-espaces propre qui sont tous des droites vectorielles :

Ey = ker(A) = Vect((—1,0,1))
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R) On peut voir cela sans calculs car C; = C3 ot C; désigne la colonne i de A. 11
faut essayer d’éviter les calculs.

1 2 -1
E,=ker| |-3 6 -3 = Vect((0,1,2))
—4 4 -2
Enfin :
-2 2 -1
Ey(A)=ker| | -3 3 -3 = Vect((1,1,0))
-4 4 -5
On pose alors :
0 —1 1 -2 0 0
P=11 0 1 et D=0 00
2 1 0 01

etonaA=PDP!.
Il reste a calculer P~! (par gauss Jordan), on obtient :

1 -1 1
Pl=-—2 2 -1
-1 2 -1
et donc :
—1 2 —1
VneN, A= | —1+(2 2= (2" —1+(=2
2(=2)" —2(=2)" 2(=2)"

= Exemple lll.6 Pour une rotation d’angle 8 avec 6 non multiple de 7 :

_ (cosG —sin6

= X% —2cos
sin(0) cos(9)> 2 =X"—2cos(6)X +1

Dans R Ie polyndme n’est pas scindé (puisqu’il n’a pas de racine), donc A n’est pas
diagonalisable.
Dans C, le polyndme est scindé (comme tout polyndme de C), ses racines sont :

Xa=X*—2cos(0)X +1= <X—ei9) (X_e—i0>

(il est scindé a racines simples). On en déduit que A est diagonalisable. Il reste plus
qu’a déterminer les sous-espaces propres en cherchant des solutions de :

AX = €%

comme on I’a fait précédemment. "
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= Exemple Ill.7 Pour la matrice :

0 e 0 oy
An= :
0 0 (04]
Op—1 04} 0
Onavu

n—1
onnote A =4/ ) a? etonadonc: Sp(A) ={0,A,—1}.
i=1

Pour 0, on a un ordre algébrique de n —2 et on a vu que Rg(A) = 2 donc dim(Eyp) =
n—?2, donc I’ordre algébrique est égal a I’ordre géométrique.
Pour faciliter les notation, supposons que o, soit non nul (il y a un terme non
nul).
On voit des relations sur des colonnes :
0, 2C1— 0, 1C2 =0
0, 3C1 — 0, 1C3 =0

D’une maniere générale :
V] S [[Z,n— 1]], oa,,,jcl — OCn,1Cj =0
ce qui s’écrit :

( O—j, 0...0 ,—0Oy—1, 0...0 )

est un vecteur de Ey pour j € [2,n— 1]. Ces n — 2 vecteurs forment une famille libre.
On en déduit que c’est une base de Ej.

Pour A, on a un ordre algébrique de 1 donc un ordre géométrique de 1. Calculons
A, — AL :

—A 0 01
0 04}
01 RN 0 41 A

11 faut trouver une relation sur les colonnes en gardant en téte la relation : A = 4/ Zl’.‘:_f Otiz.
Cela ne semble pas évident.
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On voit ici une technique usuelle : quand le rang de la matrice est plutot faible,
il vaut mieux chercher les vecteurs propres en résolvant : A,X = AX. On note alors

X1
X = : | eton obtient les relations :
Xn
Oy 1Xp =AX|
Op—2Xp :A'XZ
Ol Xy :lxn—l

Oy 1X1 +...00%,—1 =Ax,

on pose donc x, = A, et on obtient un vecteur solution :
(Oénfl, .. .,Otl,)t)

Rétrospectivement, on voit la relation :
o _1C1+--+01C_1 +AC, =0

sur la matrice A, — A1,. On a donc trouvé un vecteur non nul de £, et donc une base de
cet espace propre.

On recommence avec la valeur propre —A. son ordre algébrique est 1 et donc son
ordre géométrique est 1.

On regarde la matrice A + A1, :

A R O o A
A, +AL = A

0 o

Oy—1 ... 0O A

On voit la relation :

o, 1C1+ 0, 2Co+ - +0yC 1 —AC, =0
ainsi, le vecteur :

(Ap—1,...,00,—A)

est une base de E_ .
On en déduit que A, = PDP~! avec :

02 03 cee 105) -1 Oy 0
— 01 2 Oy
—On—1 On—3 Op—4 .
P= . , .| etD= 0

—0p—1 O o
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IV Diagonalisation et polynémes annulateurs
IV.1 Théoréeme de Cayley-Hamilton

Théoreme IV.1 Soit 4 un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Alors le polyndme caractéristique de u annule u. Autrement dit : ), (u) =0

De la méme maniére, pour une matrice A € .#,(K), la matrice A admet son
polyndme caractéristique 4 comme polyndme annulateur. Autrement dit : y4(A) =
0.

Démonstration. Admis conformément au programme. |

% En fait ce théoréme peut sembler évident. On sait : y,(A) = det(Al; —u) et
donc :

Xu(u) = det (ul; —u) = det(0) =0

La difficulté est que I’on remplace le scalaire A par I’endomorphisme u.

% Tout endomorphisme et toute matrice carré admet donc un polyndme annulateur
de degré n. Notons que cela signifie que la famille de n+ 1 vecteurs :

(L, u,u?,...,u") estliée dans .Z(E).

On savait déja qu’il admettait un polyndme annulateur de degré n® + 1 puisque la
famille de n® + 1 vecteurs :

(Id,u, 7L ,u”z) est nécessairement liée dans .Z(E) car dim (L (E)) = n?.

% On rappelle que connaitre un polyndme annulateur d’une matrice A ou d’un
endomorphisme permet :
— de calculer A" avec la division euclidienne des polynomes,
— de calculer A~

IV.2 Condition de diagonalisation et polynédme annulateur

On cherche des manieres simples de savoir si une matrice est diagonalisable.

Proposition IV.2 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension
finie. Alors u est diagonalisable si et seulement s’il admet un polyndme annulateur
scindé a racines simples.

De la méme maniére, pour une matrice A € .#,(K), la matrice A est diago-
nalisable si et seulement si elle admet un polyndme annulateur scindé a racines
simples.

Démonstration. Admis conformément au programme. |

% Cette proposition nous donne un moyen simple de savoir si une matrice est
diagonalisable.
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Proposition IV.3 Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension
finie. On note (A4,...,4,) ses valeurs propres (distinctes).

p
L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement il admet H(X —A;) pour
i=1
polyndme annulateur.
Le méme résultat est vrai pour une matrice A € .#,(K).

p
Démonstration. Déja, si u admet H(X — A;) pour polyndme annulateur alors il annule
i=1
un polyndme scindé a racines simples et donc il est diagonalisable.
Supposons u soit diagonalisable. On écrit alors :

)4
E = @E,lk
k=1

Soit x € E quelconque, on décompose x sous la forme :

p
x=Y xgavecVk e [1,p], x € By,
i—k

On doit montrer que : H(X —A;) annule u, ¢’est-a-dire que :
i=1

lé(ulld)() =0ie (u—llld)...(u—kpld)(x)zo
On a alors :
p p
9<u_/11d)( ):9 u—?LId (Zxk>
P op
=Y Ou—ila) (%)
k=1i=1

p
En effet, O (u — A;l;) est une application linéaire.
i=1
On commence par calculer :

O~

(u—Aidg)(x1) = ((u—Aalg) oo (u—Aply)) o (u—Aily)(x1)

Il
_

On utilise le fait que ces endomporphismes commutent, on peut donc appliquer dans
I’ordre que 1’on veut et en particulier commencer par u — A1;.
Or (u — llld>(X1) =0, carx; € EM d’ou:

é(u—lild)(xl) = (u—2olg) o0 (u—2Aplg)(0) =0

P
On procede de méme pour calculer O (u — A;1;)(x2), etc. 11 faut utiliser la commu-
i=1
tativité pour appliquer en premier (1« — A¢ly) & (x;) qui donne 0.
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Au final, on voit que :

O~
O~

(u—Aily)(x) =0 et comme x est quelconque :
=1 i=1

(u—Aidg) =0

P
Ainsi, [T(X — ;) annule u. |
i=1

Méthode : lorsque 1’on connait un polyndme P annulateur de u scindé.

Déja on sait que les valeur propres sont racines de P.

On trouve donc les valeurs propres juste en vérifiant si les racines de P sont bien
des valeurs propres.

On note (Ai,...,4,) les valeurs propres ainsi obtenues. L’endomorphisme u est

p
alors diagonalisable si et seulement si il annule [ J(X —4;).
i=1

= Exemple IV.1 Exemple basique : si on sait que P = (X — o)>(X — 8) annule u, alors
les valeurs propres sont a chercher parmi (o, ). Si les deux sont valeurs propres, il
reste a regarder si (X — o)(X — ) annule u. .

IV.3 Application aux endomorphisme induit

Proposition V.4 L’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable
sur un sous-espace vectoriel stable est diagonalisable.

Démonstration. Supposons u diagonalisable, alors il annule un polynéme scindé a
racines simples. Son endomorphisme induit annule le méme polyndme donc il est aussi
diagonalisable. |

V' Trigonalisation

On se place toujours dans le cas d’un espace vectoriel E de dimension finie.

V.1 Définitions
Définition V.1 Soitu € Z(E).
On dit que I’endomorphisme u est trigonalisable si il existe une base & de E
tel que la matrice de u dans la base & est trianguliare supérieure.
Une matrice carrée A € .#,(K) est frigonalisable si elle est semblable a une
matrice triangulaire supérieure. C’est-a-dire qu’il existe P € GL,(K) et U € .#,(K)
triangulaire supérieure telle que : A = PUP~!.

Les liens entre ces deux définitions sont :

Proposition V.1 L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si pour toute
base ¢ de E, la matrice Maty (u) est trigonalisable.

La matrice A € ., (K) est trigonalisable si et seulement si I’endomorphisme
canoniquement associé est trigonalisable.
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% Pour montrer qu’une matrice A (un endomorphisme u) est trigonalisable, il faut

donc construire une base (ey,...,e,) telle que :
u(ey) € Vect(ey) ie ] est vecteur propre
Vect(eq) est stable par u
u(ey) € Vect(ey,e;) Vect(eq,e;) est stable par u
u(e3) € Vect(ey,ez,e3) Vect(ey,ez,e3) est stable par u

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si une telle base existe.
En pratique pour calculer la trigonalisation, il faut donc construire une telle base,
les vecteurs de la base sont mis dans la matrice P (qui est donc inversible) et la
matrice U contient a la ligne i les coefficient (o, ..., o) tels que :

u(ei) =oe;+...,+oe;.

Ici encore, c’est plus la relation AP = UP qu’il faut avoir en téte que A = PUP .

V.2 Lien avec le polynéme caractéristique

Proposition V.2 Soitu € Z(E).

L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si son polynéme caracté-
ristique ), est scindé sur K.

Une matrice A € ., (K) est donc trigonalisable si et seulement si 4 est scindé
sur K.

Démonstration. Conformément au programme la démonstration est admise.

On peut remarquer que 1’implication est évidente : si I’endomorphisme u
est trigonalisable alors on dispose d’une base Z telle que Mat(u) est triangulaire
supérieure. On sait alors que le polyndme caractéristique y, est aussi le polyndme
caractéristique de cette matrice triangulaire supérieure. Il est donc scindé. |

I Corollaire V.3 Toute matrice de .#,(C) est triagonalisable.

Démonstration. Le théoreme de d’ Alembert-Gauss assure que tout polynéme a coeffi-
cients complexes est scindé. D’ou le résultat. |

% On a donc deux choix pour une matrice A de .#,(R) :
— la regarder comme une matrice de .#,(C) et alors elle est trigonalisable au
sens ol il existe P € GL,(C) et U € .#,(C) telle que A= P~'UP.
— la regarder comme une matrice de .#,(R) et dans ce cas il peut arriver
qu’elle ne soit pas triagonalisable.
Par exemple, une matrice d’une rotation n’est pas trigonalisable alors qu’elle est
diagonalisable dans C.

V.3 Exemple de réalisation de la trigonalisation
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Extrait du programme : La technique générale de trigonalisation n’est pas au
programme. On se limite dans la pratique a des exemples simples en petite dimension
et tout exercice de trigonalisation effective doit comporter une indication.

Il n’y a donc pas de technique a connaitre juste quelques exemples.

= Exemple V.1 Soit la matrice :

1 4 -2
A= 0 6 -3
-1 4 0

On note f I’endomorphisme canoniquement associé.
Premicre étape, on calcule x4 :

X-1 -4 2
wuX)=| 0 X-6 3
1 -4 X

On peut tenter différentes valeurs : 0, 1, —1 et 2, la chute de rang n’est pas claire.
(en fait pour 2 on peut la voir).
On va donc calculer le déterminant en développant selon la premiere colonne :

X—-6 3 -4 2
XA(X)_(_1)1+1<X_])‘ —4 X‘+(_1)1+3X—6 3‘

=X -1 ((X(X =6)+12))+(—12—-2(X —6))
=(X—1)(X*—6X +12) —2X
=X —7X? + 16X — 12

Au passage on vérifie toujours le coef en X3 et X2, on a aussi la formule générale
(cofacteur diagonaux) qui est hors-programme mais peut vous permettre de vérifier.

11 reste a déterminer les racines, on test donc les racines évidentes et on constate
que 2 est racine. On écrit donc :

xa(X) =X —7X> 416X — 12 = (X —2)(X*> - 5X +6)
=(X-2*(x-3)

On calcule A — 215

-1 4 -2
A-2=|0 4 -3
1 4 -2

On constate que le rang est 2 (car les deux premieres colonnes ne sont pas colinéaires),
mais que :

4
3C, +4C5=| 0 | = —4C
4
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et donc 4C 4+ 3C, +4C3 = 0. Ainsi, E; est de dimension 1, et donc A n’est pas diago-
nalisable (ordre algébrique de 2 est 2 mais ordre géométrique est 1).

Méthode 1 : Mais on sait que A est trigonalisable sur R (puisque x4 est scindé sur
R). On en déduit qu’il existe P et U avec A = PUP~! et U est de la forme :

3
U=10
0

S o *
N ¥ ¥

avec la condition : les * n’étant pas tous nuls (car A n’est pas diagonalisable).

L’idée est de choisir P (ie la base %) pour que U (ie Mat(f)) soit la plus simple
possible .

On peut prendre comme premier vecteur e; un vecteur propre associé a 3, et
comme e, un vecteur propre associé a 2. Dans ce cas, déja ej, e, sera une famille
libre.

De plus, U aura comme forme :

3 0 a
0 2 b
0 0 2
On calcule :
-2 4 =2
A-3=| 0 3 -3
-1 4 -3
Ona:
2
CG+C3=10]| =-C
1

Ainsi, C; +C,+C3 = 0 et donc (1,1,1) est dans E3(A). On peut donc poser e; =
(1,1,1).

On prend e, = (4,3,4), car on a vu que e; € E>(A). Pour es, il suffit en fait de
compléter la famille libre (e, e;) pour en faire une base. On peut par exemple constater
que (1,0,0) n’est pas dans Vect(ej,e;), et donc on peut poser ez = (1,0,0).

Pourquoi il suffit de compléter la famille (e1,e;)? Tout simplement parce que
quelque soit le choix de e3 (du moment que (ej, ez, e3) forme une base), on aura :

3 0 w3
Mat » (f) =10 2 up
0 0 uss

mais comme le polynéme caractéristique de f est le polyndme caractéristique de
la matrice de f dans toutes les bases, il faut que (X —2)*(X — 3) soit le polyndme
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I caractéristique de cette matrice, donc uz3 = 2.
il faut donc calculer f(1,0,0).Ona:
f(l,0,0) :(1507_1)
=o(1,1,1)+ B(4,3,4) +7(1,0,0)

=3(1,1,1) —(4,3,4)+2(1,0,0) apres résolution du systeme
=3e; — ey + 2e;3

Avec cette méthode on obtient alors :

30 3 1 4 1
A=PUP 'avecU=10 2 —1]etP=[1 3 0
00 2 1 4 0

Méthode 2 : On va plut6t chercher a écrire :

A=pPUP™!
avec
2 x %
U=[0 2 =«
0 0 3

(on change donc I’ordre des valeurs propres dans la matrices U).
on va prendre e; = (4,3,4) et e3 = (1,1,1), ainsi, on est stir que U a pour forme :

=3 |

2 0
U=10 0
0 3
avec [J non nul on admet que 1’on peut prendre [J = 1.

Ainsi, on cherche ey, tel que f(ez) =2ey+ ey, ie (f —2Id)(ez) = ey, ce qui impose
de résoudre le systeme avec second membre :

1 4 -2\ /a 4
0 4 -3 bl =13
1 4 —2) \c 4
une solution est : b =0, c = —1 et a = —2. On trouve donc : e, = (—2,0,—1), ce qui

donne :

A=PUP "avecU =

S O N
(e R
w o O
¢
-t
~
Il
w
o
o
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= Exemple V.2 On considere :

2 -1 -1
B=[2 1 =2
3 -1 -2

et g ’endomorphisme canoniquement associé.
On calcule x5 :

X-2 1 1
mX)=| -2 Xx-1 2
31 X+42

On voit clairement une chute de rang pour X =1.On a:
-1 1 1
L—B=[-2 0 2
-3 1 3
le rang de cette matrice est 2 car C; + C3 = 0 et les deux premieres colonnes ne sont

pas colinéaires. Donc E) est de dimension 1 et (1,0, 1) est base de Ej.
On voit aussi (un peu plus difficilement) que —1 est valeur propre, puis que :

3 -1 -1
B+L=1[2 2 -2
3 -1 -1

le rang est encore 2 et C; +C, +2C3 = 0, donc (1,1,2) est base de E_;. Il reste a
calculer la derniere valeur propre avec la trace, on constate que :

x5 =X —-1)*X+1)

et donc B n’est pas diagonalisable.

B est trigonalisable.

Méthode 1 : on pose e; = (1,1,2) et ez = (1,0, 1) et on compléte par exemple avec
e3 = (1,0,0). On constate que :

g(e3) :(2?273)
=2(1,1,2) — (1,0, 1)+ (1,0,0)

=2e1 —ey+e3

Cela donne :

1 0 2 1 11
1 =1])etP=|1 0 0
0 210

A=PUP 'avecU= [ 0
0 1

Méthode 2 : on pose plutdt e; = (1,0,1) et e3 = (1, 1,2). On cherche e pour que
g(e2) = ez +e;. On résoud donc :

1 -1 -1 a 1
0 -2 b]l]=10
3 -1 -3 c 1
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on constate que : (0,—1,0) est solution. On obtient donc :

11 0 1 0 1
A=PUP 'avecU=[0 1 0 |etP=]0 —1 1
00 —1 1 0 2
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% Réduction en dimension infinie
Exercice 1 Soit E = €'([0,1],R).
On considere I’endomorphisme 7' de E défini par :

T:f+— <x»—>/0xf(t)dt>

Donner les valeurs propres de T

Correction : On considére f #0et A tel que T(f) =Af.
SiA #0,onaalors:

Vx€R, /0 " f(0)d = Af(x)
On a donc f(0) = 0 et on dérive :
VxR, f(x) =Af(x)

donc f est solution de I’équation y’ — %y =0ety(0) =0.D’ou f est la fonction nulle !
SiA =0, alors T(f) =0, donc :

Vx € R, / f(t)dt=0
0
en dérivant :
VxeR, f(x)=0

et f est nulle.
Au final, le spectre est vide.

Exercice 2 Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme ¢ de R[X] défini par :

Q: P—sXP —P

Correction : On étudie ’équation XP' = (14 A )P d’inconnue P et de parametre A.

Si on considere A tel qu’il existe une solution P non nulle, alors 1’étude des termes dominants donne : (1+ A1) = deg(P)
et donc nécessairement A = —1 ou A € N.

On considere un tel A et on pose n =1+ A et on considere P = Y ;a;X" solution on a :

XP' =Y kax*
k=0
(1+2)P=Y (1+2)aX"
k=0

ce qui donne : P = a,X".
Cela donne : Sp(@) = NU{—1} et Vk € NU{—1}, E; = Vect(X**1).
Autre méthode : soit donc A et P solution. On note P la restriction de la fonction polynomiale & R;}. On a alors une
équation différentielle vérifiée par P :
xy—(A+1)y=0
Donc P s’écrit :
P:x—s CtM! CeR

Mais P est une fonction polynomiale donc A + 1 € N. Puis, sous cette condition, P détermine P, donc P € Vect(X**1)
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Exercice 3 Soit I’application :

.. {Rm ~ R[]
) P — XP

Montrer que a € .Z(R[X]) et donner Sp(A).

Correction : Soit Pnonnulet A € R, tel que : a(P) = AP, ie XP = AP
alors en regardant le degré, on a A = 0 puis P est nul. Ainsi, le spectre est vide.

% Calcul de réduction de matrice 3 x 3

1 2 -3
Exercice4 SoitA=[2 4 -6
4 8 —12

1. Calculer le rang de A. En déduire sans calcul le polyndme caractéristique de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Donner les éléments propres de A.

Correction : Le rang de A est 1, donc X?|y4, puis on utilise la trace, ce qui donne : x4 = X>(X +7). Base de Ej :
((=2,1,0),(—3,0,—1)), base de E_7 : (1,2,4).
% Calcul de réduction de matrice n x n
Exercice 5 Soit f un endomorphisme bijectif d’un C-espace vectoriel tel que £ soit diagonalisable. Montrer 2 I’aide d’un

polyndme annulateur que f est diagonalisable.
Trouver des contre-exemples si f n’est pas bijectif ou si f est un endomorphisme bijectif d’un R-espace vectoriel.

Correction : On suppose donc f? diagonalisable. On sait alors que f2 annule :

[T x-24)

AEeSp(f?)
on note Sp(f?) = {A1,...,A,} et on peut donc écrire :
{):1 (f2 —Ailg) =0

mais f2 est inversible, donc 0 n’est pas valeur propre. Comme on est dans C, tout nombre a deux « racines carrées » opposées,
on peut donc trouver Q, ..., o, tels que :

vie[1,p], Oci2 = A; avec o; # 0 et donc o; # —q;
Et on peut donc écrire :
P (fP—ofly) =0etdonc: O, (f —aild) O, (f +ald) =0

f annule donc :

p

Ii(X — Oti) H(X -+ (Xi)

i—1

comme aucun des @; n’est nuls, on en déduit que f annule un polyndme scindé a racines simples.
contre-exemple : Soit f I’endomorphisme canoniquement associé dans C? 2 la matrice :

(o)

Alors f n’est pas diagonalisable (sinon A = 0 car Sp(A) = {0}), mais f> = 0 est diagonalisable.
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a

()

(rotation d’angle 7). Alors f? = —I est diagonalisable, mais pas f puisque ¥ =X 2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].
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Exercice 6 Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie tel que af? +bf +cld = 0 ot 0 est

I’endomorphisme nul et a, b et ¢ sont trois réels, avec @ non nul. On note :
A = b* —4ac.

Montrer que si ¢ est non nul alors f est bijective.

Montrer que si A est valeur propre de f alors A est solution de 1’équation ax? + bx + ¢ = 0.
Que peut-on en déduire si A < 0?

On suppose que A > 0 et ¢ # 0.

On note A; et A, les solutions de 1’équation ax* + bx + ¢ = 0. Montrer que :

s> [ =

ker(f —Aild) @ker(f — Apld) =E

En déduire que f est diagonalisable.
5. En déduire que si E est un C-espace vectoriel et A < 0 alors f est diagonalisable.
6. Que peut-ondire si A=07?

correction :
1. sicestnon nul alors af?+bf +cld = 0 s’écrit :

Id = (i(af—irbld)) of

_fo (i(aerbId))

2. C’est du cours (les valeurs propres sont a chercher parmi les racines du polyndéme annulateur.

3. SiA <0, alors il n’y a pas de valeurs propres réelles.

4. Considérons x € ker(f — A11d) Nker(f — AxId), on a alors : f(x) = Ajx = Adxx, comme A; # A, on en déduit que x = 0.
D’ou la somme directe.
Soit x € E, on cherche (u,v) € ker(f — A11d) x ker(f — A21d) tel que x = u+ v, cela donne :

X=u-+v
f(x) =Au+ A
A (x) =Atu+Agv

REM : A; et A, sont non nuls !
avec les deux premieres lignes, on obtient les valeurs de u et v (la troisieme servira plus tard) :

_ 1
A
_ 1
A=A

(f(x) = Arx)

1%

u

(f (x) = Aox)

Pour la synthese :x = u+ v est clair,

70) = (P~ Mf )

:x;z] (Ja’ Fx) = S /hf(x))

:A‘2 1 7 (A2 +4)f(x) = LAx— A f(x))

:/lzill (Maf (x) = M)
A

=7 U0 —A)
:kzv

idem pour u.
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Ainsi :
ker(f —Aild) @ker(f —Aald) =E

Si aucun des espaces ker(f — A11d) et ker(f — A,1d) est réduit au vecteur nul, alors on a obtenu une décomposition en
sous-espace propre donc f est diagonalisable. Si ker(f — A;1d) est réduit au vecteur nul alors f = A,1d, et donc f est
diagonalisable. REM : il doit étre clair que A; peut ne pas étre valeur propre !

5. Si E est un C-espace vectoriel et A < 0 alors on peut reprendre le méme raisonnement car 1’équation a deux racines
distinctes.

6. 1l n’y a aucun résultat si A = 0. Faire des contre exemples avec A = <(1) D

Exercice 7 Soit la matrice M € .#,(R) définie par m; j = 1 pour tout couple (i, j).

Diagonaliser M.

Correction : Le rang est 1, donc la polyndme caractéristique s’écrit : yy = X" (X — o).

L’autre valeur propre est n, on peut le voir en considérant X = (1,1,...,1), qui est vecteur propre associé a n, ou par la
trace.

La matrice est donc diagonalisable.

Pour une base du sous-espace propre associé a 0, on peut prendre :

(1,-1,0,...,0)
(1,0,—1,0,...,0)
(1,0,0,—1,...,0)

(1,0,...,0,—1)

Exercice 8 Donner les éléments propres de la matrice A = (g, ;) vérifiant :
Vie[l,n],¥Yje[l,n], aij=ij.

Donner P et D telle que A = PDP~!.

Correction : La matrice A est de rang 1, donc X"~ !| 4.

On écrit alors : x4 = X" '(X — ).

n(n+1)(2n+1)
6

L’étude de la trace donne o, = .On adonc:

Sp(A) = {07n(n+1§2n+1)}

on voit déja que A est diagonalisatble.
On voit que les n — 1 vecteurs :

(2,-1,0...,0), (3,0,—1,0,...,0), (4,0,0,—1,0,...,0), (n,0...,0,—1)
forment une base de Ey = ker(A).

On peut voir que le vecteur (1,2,...,n) forme une base de E,,. D’oul P et D. Pour cela, on peut résoudre : AX = o, X et
deviner la solution ou écrire :
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et donc :

1 1 1
2 2 2
A =|.|(1 2 n)
n n n
:oc\,,reR

1

2

=0 | .

n

Exercice 9 Soit la matrice M = (m;;) définie par m; j = 1 si j=1,j =iou j=n, m; ; =0 sinon.

Donner les éléments propres de M.

Correction :

On calcule

En étudiant la matrice, on voit que O et 1 sont valeurs propres.

Le rang est n— 1. De plus, on a C; = C,, donc (1,0,...,0,—1) est une base du noyau.

On calcule M — I,,, on contate que rg(M — I,) = 2, et que la matrice contient n — 2 colonne nulle, ainsi : (ez,...,e,_1) est
une base de E;.

Avec la trace, cela donne : yp; = X (X —1)"~2(X —2). donc M diagonalisable. Il faut enfin écrire M — 21, et constater que
I’on a larelation : C; +2¢ +---+2C,—1 +C,, = 0.

Cela donne : M = PDP~! avec :

11
0 0 21
2
Do 1 p 2 1
1 0 2 1
11

Exercice 10 Soit M € .#,(R) vérifiant M?> + M + 41, = 0.

Calculer le déterminant et la trace de M.

Correction : L’idée est de chercher le polyndme caractéristique. Le polyndme X2 + X +4 annule M, donc les valeurs propres
sont racines de ce polyndme.
On trouve facilement les solutions :

A=1-16=—15 a:_l—f_il V15 a:_lé V15

2 2

On adonc Sp(M) C {a,a}.

Considérons le polyndme caractéristique .

On sait que Yy € R[X] et qu’il est de degré n et que ses racines sont le spectre de M, donc ces racines sont o et/ou ¢@. On
va montrer que les deux sont racines et qu’elles ont le méme ordre.

La théoreme de d’ Alembert-Gauss indique alors que X, a donc une racine dans C notée §. Onadonc f=aouff =0a
Comme Y est réel, on sait que B et B sont racines du méme ordre. Ainsi, & et @ sont racine et elles ont le méme ordre noté
m.

Comme ), n’a pas d’autres racines et qu’il est unitaire, il s’écrit :

or = (X — )" (X ~ )"

287



II reste a faire le lien coefficients / racines :
m=X"—m(a+) X"+ 4 (=1)" (aa)"

car m (o + @) est la somme des racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) et (@)™ est le produit des racines (idem).
Donc n = 2m et en particulier n est pair. Puis la trace de M est 5 (o + @) = —7 et le déterminant de M est (a@)> = 2".

% Applications de la réduction a I'algébre linéaire
Quelques applications de la réduction :

e calcul de A",

e dire si deux matrices sont semblables,

* résoudre des équations matricielles.

Exercice 11 Un résultat important

Soit f un endomorphisme d’un espace de dimension n (n > 1) possédant n valeurs propres distinctes et g un
endomorphisme qui commute avec f.
Montrer que g est diagonalisable.

Commentaire : c’est un exemple de réduction simultanée : on réduit deux matrices en méme temps.
Correction : Comme f a n valeurs propres distinctes, f est diagonalisable et les sous-espaces propres sont de dimension

On peut donc écrire :
E=E) ® - ®F),
On considere aussi une base % de E :
P = (x1,...x,) avec x; base de Ej,

Comme e et g commutent, les E,, sont stable par g, et donc les vecteurs (x;) sont aussi vecteurs propres de g. En
conséquence g est diagonalisable.

REM : plus précisément, la base % diagonalise les endomorphismes f et g en méme temps. notons qu’elle diagonalise
aussi fog.

Exercice 12 Montrer que deux matrices sont semblables

Les matrices :

00 4 21 1
A=|1 0 -8 et B=|0 0 -2
01 5 01 3

sont-elles semblables ?

Correction : Réduire les deux matrices. Vérifier y4 = xp. Regarder les dimensions des sous-espaces propres.
Rappels : si A et B sont semblables alors elles ont :
¢ Méme déterminant méme trace,
* méme polyndme caractéristique,
* Méme spectre et pour chaque valeur propre méme ordre algébrique,
* Pour chaque valeur propre méme ordre géométrique.
* Sil’une est diagonalisable alors 1’autre 1’est.
* Si les deux sont diagonalisables, alors elles se réduisent en la méme matrice.

Ici:
m=xs=X-2>%*X-1)
On calcule :
-2 0 4
A-2L=| 1 -2 —8] derang?2
0 1 3
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On fait de méme :

01 1
B-2L=11 2 —-2| derangl
01 1

A n’est pas diagonalisable, tandis que B I’est. Donc A et B ne sont pas semblables.

Exercice 13 Résolution d’équations matricielles

1 1
2. On cherche a résoudre dans .7 (R) 1’équation X2+ X = A d’inconnue X € .Z>(R).
(a) Montrer que si X est une solution alors X et A ont les mémes vecteurs propres.
Préciser alors une matrice P qui les diagonalise simultanément.
(b) Poser Y = P~'XP et résoudre 1’équation proposée.

1. Diagonaliser la matrice A = (1 1)

1. On obtient :

xa=X(X-2) P:<_11 i) D:(g g)

on inverse P :

1/1 -1
,1_7
d _2<1 1)

2. On voit que X et A commutent, donc les sous-espace propre de A sont stable par X. Si on note e; = (1,—1), alors
Ey = Vect(ey) est stable par X. Donc e est aussi vecteur propre de X. idem, on note e, = (1, 1), alors E; = Vect(e;)
est stable par X. Donc e; est aussi vecteur propre de X.

Ainsi, la matrice P les diagonalise simultanément.

On note alors Y telle que X = PYP~!, Y est diagonale, on peut donc écrire : ¥ = <g 2) puis on résout I’équation :

qui s’écrit Y2 +Y = D, ce qui donne a> +a=0donca=0oua= —1.et b>+b =2, ce qui donne b = 1 ou b = —2.
On a donc 4 solutions candidates pour Y :

0 0\/0 O -1 0\/-1 O
0 1/\0 -2 0 1 0 2
Réciproquement, chacune de ses matrices vérifient bien Y2 4Y = D.

On a donc 4 solutions X a I’équation (multiplication 2 gauche par P et i droite par P~ !).

Exercice 14 Résolution d’équations matricielles

0 0 1
SoitlamatriceA=(|2 1 0
0 0 1

1. Montrer que A est trigonalisable mais non diagonalisable et donner une base qui trigonalise A.
2. Montrer que si M> = A alors les valeurs propres de M sont parmi 0, 1 et —1.
Trouver toutes les matrices M € .#3(R) telles que M? = A.

Correction :
1. On trouve Y4 = (X —1)2X, on a dim(E;) = 1, donc la matrice A n’est pas diagonalisable mais elle est triagonalisable.
Meéthode 1 : Pour trouver une base qui trigonalise A, on cherche (ey,ez,e3) qui forment une base telle que :

Mat(e, ¢y .e,)(f) = o € R a déterminer

S O
S = R
=]

(f est I’endomorphisme canoniquement associé a A).
On procede ainsi :
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* On cherche déja un vecteur e; non nul dans E;. En regardant

1 1
0

A-L=| 2
0 -1

S O O

on voit que 1’on peut prendre e; = (0,1,0).

* On cherche ensuite un vecteur esdans Ey (ie dans le noyau). On voit la relation dans A : C; —2C, = 0. On prend
alors e3 = (1,—2,0).

* Pour e;, on doit trouver un vecteur e; et un & € R, tel que : Ae, = e; + tteq. On cherche donc une solution du
systéme : (A —I3)e; = ate;. Qui s’écrit :

-1 0 1
2 0 0 |e=a]|l
0 0 -1

On trouve facilement une solution : ot =2 et e, = (1,0,1).

On a donc bien les relations :

fler) =ei, fle2) = ez +2ey, fle3)=0

Ainsi :
1 20
Mat(e, ee;)(f) =10 1 0
0 0O
Ce qui s’écrit aussi :
01 1 1 20
A=PUP" avec: P=[1 0 -2 uU=|(0 10
01 0 0 0O

Méthode 2 : On construit e; = (0, 1,0) et e3 = (1,—2,0) comme ci-dessus on voit que (e;,e3) est nécessairement libre
(les vecteurs vivent dans des espaces dans des espaces différents). Or on veut que (e, ez, e3) soit une base. On pose
donc e, = (0,0, 1), pour compléter avec un vecteur de la base canonique pour avoir une base de R>.

On vérifie que

1 0 1 0
u(e) =0 =2(1]+|-2]+]0
1 0 0 1
=2e1+e3+e
On a donc les relations :
f(el):elv f(€3>:0, f(32>:2€]+€3+€2

On prend donc la base (e1,e3,e;) (attention a 1’ordre) et on a :

1 0 2
Mat(el,e3,e2)(f): 0 0 1
0 0 1
On peut donc écrire :
0 1 O 1 0 2
A=PUP' avec: P=|[1 -2 0 U=(0 0 1
0 0 1 0 0 1

p) Le programme n’indique qu’aucune méthode de trigonalisation n’est a connaitre, mais vous devez €tre capable de
proposer des idées.
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2. Soit M telle que M? = A. Soit A une valeur propre de M. On sait alors qu’il existe X non nul, tel que MX = AX. On a
alors : M>X = A*X = AX, donc A2 est valeur propre de A, donc A2 =0 ou 1 et donc Sp(M) C {0,1,—1}.
Soit M solution. Alors déja MA = AM, ie A et M commutent.
Avec la méthode 1 : On note encore (e1,e;,e3) la base obtenue précédemment (avec la méthode 1).
Comme A et M commutent, Vect(e ) est stable par M, donc e; est aussi vecteur propre de M. La valeur propre de M
associé & e; noté A vérifie d’apres le calcul précédent : A2 =1, donc A = 1 ou —1. Donc Me; = e; ou Me; = —e;.
e3 est aussi vecteur propre et on vérifie qu’il est associé a 0.
On obtient ainsi la forme de :

M=P P! avec (a,b,c) eRPets=+1

S O«
o S Q
S O O

comme on sait que M est solution, on calcule et on remplace :

1 sa+ab O 1 2 0
M*=prP|l0 » o|lP'=Pl0 1 0P
0 ¢ 0 0 00

D’ou: b* =1 etdonc b = +1 et ¢ = 0. Il reste a déterminer a.
e Sib=1lets=1,alors2a=2eta=1,

e sib=1ets= —1, alors on a une contradiction.
e [demsib=—lets=1.
e Enfin,sib=—1lets=—1,alorsa=—1

D’ou nos deux solutions candidates :

1 10 -1 -1 0
M=PLP ' etM=PLP 'avecTy=[0 1 O] etlh={0 -1 0
00O 0 0 O
Il reste a vérifier (rapidement) que ces deux matrices sont bien solutions. Comme 7, = —T7, il suffit donc de vérifier
1 20
que T12 =(0 1 O
00O

Avec la méthode 2 : On note (e, e3,e2), la base obtenue précédemment (attention a 1’ordre et e n’est plus le méme
vecteur, la matrice P est aussi différente). On utilise alors le méme argument pour avoir la forme de M : e; est vecteur
propre associé a £1 et e3 est dans le noyau. Ainsi, la forme de M est :

s 0 a
M=P|0 0 b|P ! avec(ab,c)ceR ets==l
0 0 ¢

On calcule alors M? :

1 0 sa+ac 1 0 2
M>*=pP|0 0 bc |P'=pPl0 0 1]|P!
0 0 c? 0 01
d’ou les relations :
=1
bc=1
sa+ac =2
douc==xletb=c.
e Sis=1letc=1,alorsa=1
e Sis=1etc=—1, alors on a une contradictoin
e Sis=—1etc=1, alors on a une contradictoin

e Sis=—1letc=—1,alorsa=—1.
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D’ou deux solutions candidates :

1 0 1 -1 0 -1
M=PLP 'eteM=PLP 'avecTy=[0 0 1] eth=[ 0 0 -1
0 0 1 0 0 -1

il faut ensuite vérifier (idem avec 7, = —17).

Exercice 15 Calcul de puissance et de commutant d’une matrice 3 x 3 par trigonalisation

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est :
30 -1
A=12 1 -1

1 0 1

1. Montrer que f n’est pas diagonalisable.
2. Construire une base (ej,ez,e3) de E telle que la matrice M de f dans cette base (e, e;,e3) est :

1
M=10
0

S o O

0
1
2

3. Calculer M" puis A" pour n € N
4. Déterminer les matrices de .#3(R) qui commutent avec A.

Correction :
1. On voit facilement que :

= X-1)X-2)?

on calcule donc le rang de A — 213 :

1 0 -1
A-2L=[2 -1 -1
1 0 -1

Cette matrice est de rang 2 donc la dimension du sous espace propre est 1 et donc I’ordre géométrique est différent de
I’ ordre algébrique.
2. On peut prendre :

e1=(0,1,0), ex=(1,1,1)
on cherche donc e3 tel que : (f — 2Id)e3 = e;. On peut prendre ez = (0,0, —1) ainsi : f(e3) = 2e3+ ez
La matrice M est alors :

1 00
0 2 1
0 0 2

3. On peut écrire :

1 00 0 00
M=10 2 0]+(0 O 1| =D+N
0 0 2 0 00

puis appliquer Newton. (bien vérifier avant que D et N commutent !).
On calcule alors M",
De plus, on a la relation :

A=PMP!
avec :
01 0
P=(11 0
01 —1
ce qui donne A".
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4. On cherche B telle que BA = AB. On voit alors que : ker(A — I3) est stable par B, comme c’est une droite, on en déduit
que e; est vecteur propre. D’autre part ker(A — 2Ig) est aussi stable par B. Ainsi, B s’écrit B=PM'P~! avec :

a 0 0
M=|0 b c
0 d e

La relattion AB = BA donne : M'M = MM’ et donc :

a 00 1 00 1 00 a 00
0 b c 02 1)=10 21 0 b ¢
0 d e 0 0 2 0 0 2 0 d e

on voit alors que a est quelconque et on obtient les relations sur (b,c,d,e).

Exercice 16 Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice

1 -6 6
A=|0 -2 3
0 -6 7

1. Diagonaliser A.
2. Trouver le commutant de A, c’est a dire :

{M c .#45(R) (AM - MA}

3. Résoudre M? = A.
Donner un polyndme annulateur de f de plus petit degré possible.
5. Calculer A" par deux méthodes.

B

Correction :
1. On calcule facilement :

= X-1)*X~-4)

puis :
0 —6 6 -3 —6 6
A-L=10 -3 3 A-4L =1 0 -6 3
0 —6 6 0 -6 3

on voit donc que rg(A —Iz) = 1, donc dim(E;) = 2 et A est diagonalisable. En étudiant les relations sur les colonnes,
on obtient facilement :

1 0 2 1
A=PDP 'avecP=|0 1 1| etD= 1
01 2 4

2. Soit X € .#3(R) vérifiant AX = XA.On note g I’endomorphisme canoniquement associé. Alors E; et E4 sont stables

par g.
Donc :
a b 0
M=Plc d 0|P!
0 0 e

On vérifie que toute matrice de cette forme vérifie AX = XA.
3. Soit M telle que M? = A, alors en particulier M et A commutent. Ainsi, M s’écrit :

M=P p!

S o Q
[ RESWEN
X O O
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comme M2 =A,ona:e?=4et

a b\ (1 0
c dJ \0 1
On est donc ramené a 1I’équation Y 2 =], d’inconnue Y € (R). Pour une telle matrice, on a Y2— L =0,doncY

j(:)l :S 1) 0~ ! avec Q inversible. Si 1 est la seule

valeur propre alors Y = I, idem si —1 est la seule valeur propre. Si c’est +1 et —1 qui sont valeurs propres, alors on se
raméne en changeant I’ordre des colonnes dans Q a (—1,+1). Cela donne :

annule (X — 1)(X 4 1) donc est diagonalisable. et s’écrit : Y = Q <

YzlzouY:—IzouY:Q<_Ol ?)Ql

On en déduit la forme des solutions.
Autre méthode : pour la partie Y> = I, on peut constater que det(Y) = #1 et que I’équation est équivalente 3 Y =¥~ !,

) .. a b . _ , . . , )
Sidet(Y) = 1, alors en écrivant Y = (C ) la relation ¥ = Y~! donne (avec I’expression de I’inverse d’une matrice

d
2x2):
a=d, c=0, d=0
comme det(Y) =1, celadonnea =+1etdoncY =hL ouY = —I,.
Si det(Y) = —1, alors avec les mémes notations, on a d = —a. et la relation —a?> —cbh = —1

d’outa = ++/cb— 1. D’ou les solutions :

v — Veb—1 b ot —veb—1 b

N c —veb—1 c veb—1
. Le polyndme minimal est (X — 1)(X —4) : il annule A et tout polyndme non nul qui annule A a 1 et 4 pour racine.
. On peut écrire avec la réduction :

avec cb < 1

A" =pPD"P!
sinon avec le polyndme annulateur, on démontre par récurrence que :
VneN, 3(oy,B,) € R?, A" = a, A+ B.1

(on utilise le fait que A? —5X +4I; = 0). On a facilement une relation de récurrence linéaire (croisée) entre o, et Bn
puis les suites (¢t,) et (f3,) sont récurrentes linéaires d’ordre 2.
On peut aussi faire la division euclidienne de X" par (X — 1)(X —4) :

Vn €N, 30 € RIX], 3(a,,b,) € R* X" =Q(X — 1)(X —4) +a,X + b,

b,=1
avec les relation : { " o on trouve alors (a,,b,), puis :
4a,+b, =4"
A" =a,A+b,

% Théoréme de Cayley-Hamilton

Exercice 17 Soit f € Z(E) avec dim(E) = n.

On suppose qu’il existe k € N tel que f* = 0. Montrer que f” = 0.

Correction : 0 est la seule valeur propre de f, donc }, = X" donc f" =0

| Exercice 18 Soit A une matrice carré d’ordre n inversible. Montrer qu’il existe un polyndme P € K,,[X] tel que A~! = P(A).

Correction : On écrit x4 = Y7_a X" on sait ap # 0.

On écrit :

1 n
L=A ( Y akAk—‘>

a0 k=1

ot le résultat : A" = LY qAF!
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Exercice 19 n € N*. Soient A et B dans .#,(C) n’ayant aucune valeur propre commune. On note x4 le polyndme

caractéristique de A.
1. Montrer que la matrice x4 (B) est inversible.
2. Soit X € .#,(C). Montrer que AX = XB si et seulement si X est la matrice nulle.

Correction :
1. On écrit :

Xa=X—2A)" ... (X —A,)" car x4 est scindé sur C.
d’ou :
Xa(B) = (B—ML,)™ ... (B—ApL,)™

produit de matrice inversibles.
2. Soit X solution.
On vérifie AX = XB, puis par récurrence, on vérifie V€ N, A”X = XB", et donc par linéarité :

VP € K[X], P(A)X = XP(B)

On remplace P par Y4.
#* Exercices de concours
13 -5 =2
Exercice 20 Soit lamatriceA= [ —2 7 —8 | et f I’endomorphisme de R? canoniquement associé i cette matrice.
-5 4 7

1. On pose g = f — 9Id. Déterminer les matrice de g> et de g> dans la base canonique de R>.
2. L’endomorphisme f est-elle diagonalisable ?

3. Justifier I’existence d’un vecteur uj tel que g2(u3) # 0. Montrer que (gz(u3), g(u3), u_o,) est une base de R>.
4. En déduire que A est trigonalisable en donnant une matrice triangulaire qui lui est semblable.

Correction :
1. On vérifie avec le calcul matriciel que :

4 -5 -2 4 -2 4
(A-9L)=|-2 -2 -8 (A-9L)?*=9| 4 -2 4
-5 4 -2 -2 1 =2

et (A —913)3 est la matrice nulle.

2. 9 est valeur propre.
On peut donc écrire : Y4 = (X —9) (X Z_oaX+ [3), on détermine « et B avec la trace et le déterminant.
On peut aussi faire (c’est pareil) : le spectre dans C est {9, &, B} Tr(A) =9+ a+ =27 det(A) =9af =729. d’ou
a=B=9etys=(X—-9)>
On voit que A n’est pas 973 donc A n’est pas diagonalisable.
On peut aussi écrire : (X —9)3 annule f, donc Sp(f) = {9}. Si f est diagonalisable, alors f = 9Id, ce qui n’est pas le
cas. ainsi, f n’est pas diagonalisable.

3. g% # 0 donc il existe un vecteur u3 tel que g?(u3) = 0. On part de aus + Bg(uz) + yg*(u3) = 0 on applique g pour
avoir o = 0 puis pas g pour avoir B = 0 et enfin y = 0.
Famille lire de 3 vecteurs est une base de R?.

4. A est triagonalisable car x4 est scindé. La matrice de g dans la base est :

010
0 0 1
000

d’ou A est semblable a :

910
09 1
009
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Exercice 21 Soit f un endomorphisme non nul de R tel que :

fo(f*+1Idgs) = (f*+1dgs)of=f+f=0

1. Montrer que R? = ker(f) @ Im(f).
2. (a) Montrer que si A est valeur propre de f, alors A3 + A = 0. En déduire la seule valeur propre réelle de f.
(b) En considérant le degré du polynome caractéristique de f, expliquer pourquoi f admet effectivement au moins
une racine réelle. Conclure sur Sp(f).

3. Montrer que I’on peut trouver une base dans laquelle f a pour matrice A =

S O O

0 O
0 1
-1 0

Correction :
1. intersection vide : soit y € Im(f) Nker(f). On écrit : y = f(x) et f(y) = 0 On obtient £>(x) = 0 donc f(x) =y =0.
On peut ensuite utiliser I’égalité des dimensions, ou écrire pour x € R3 :

x=(x+f2(0) = f2(x)
2. (a) X?+X annule f donc les valeurs propres vérifient A3 4+ A = 0. Ainsi, la seule valeur propre réelle est A = 0.
(b) xr estde degré 3 donc admet une valeur propre réelle, ainsi Sp(f) = {0} (spectre dans R).

3. Faire une analyse rapide pour voir que nécessairement e est dans le noyau, e, dans ker(f> +Id) et e3 = — f(e3).
f? +1d n’est pas inversible.
On choisit alors un vecteur e, non nul dans ker(f2 +1d), et on pose e3 = —f(e2).

Et on prend e; non nul dans le noyau de f.
On vérifie rapidement que f(e3) = ep. En particulier e3 # 0.
Il reste a vérifier que (e}, ez, e3) est une base. Pour cela, on forme 1’équation :

oey+Per+vye3 =0
ce qui donne :
Yea — Bes = 0 on applique f
—Bes — ye3 = 0 on applique f>
ainsi & = 0, puis en faisant : B, —ylj,ona: (B2 +7*)es=0dou = =y=0.
ainsi, (e, ep,e3) est une base et la matrice de f dans cette base est A.

Exercice 22 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7.

1. Soit f un endomorphisme tel que f> = f. Montrer que f est diagonalisable.
2. Soit f un endomorphisme tel que f* = f.
Montrer que si f est diagonalisable alors f> = f.
3. Soit f un endomorphisme tel que 2+ f +1Id = 0.
Calculer det(f) et tr(f). Donner le polyndme caractéristique de f. Montrer que n est pair.
4. Soit f un endomorphisme tel que >+ £+ f =0.
Montrer que Im(f) @ ker(f) = E. Montrer que rg(f) est pair.

Correction :
1. Ona f annule X* — X = X(X? — 1) = X(X + 1)(X — 1) scindé a racines simples donc f est diagonalisable.
2. On suppose donc f* = f2 et f diagonalisable.
On a que f annule X* — X2 = X2(X —1)(X +1).
Donc Sp(f) c {0,1,—1}.
Comme f est diagonalisable, f annule Q = [Tjcsp(s) (X —A). Ce polynéme Q vérifie : Q|X (X +1)(X — 1), et donc
Ainsi, f annule X° - X =X (X +1)(X — 1)
3. On voit que f annule X>+X +1 = (X — j) (X — ).
Son spectre complexe est donc inclus dans {j, j}, qui sont donc les seules racines de x.
Mais comme on se place sur R, le polyndme y est réel et les ordres de multiplicité algébrique de j et de j sont les
mémes. Ainsi :

1 =X =) (x =)
—(X2+x+1)°
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ce qui prouve que n est pair. On a aussi :

det(f) =j5° =1
n n

"(f)—i '+gj:—1

4. fannule X* +X>4+X =X (X>4+X+1) =X (X —j) (X —J).
On vérifie que ker(f) NIm(f) = {0}. Soit y € ker(f) NIm(f), on a donc y s’écrity = f(x) et f(y) = 0. Ainsi :
d’une part : (f3 +f2+f) (x) = f(x) =y d’autre part : (f3 +f2+f) (x)=0

donc y = 0. On en déduit : ker(f) NIm(f) = {0} et la somme est directe.

Comme on a les bonnes dimensions : ker(f) ®Im(f) =E.

Ona: Sp(f) C{0,/,j}. Comme I’endomorphisme est réel, on se place sur R, I’ordre algébrique de j noté m; est aussi
I’ordre algébrique de ;.

Xf :anij (X_])m, (X_j)mj :Xn72mj (XZ +X+ l)mj

On considére maintenant I’endomorphisme comme un endomorphisme complexe. 1l est alors diagonalisable (puisqu’il
annule un polynéme scindé a racines simples). La dimension de son noyau est donc n — 2m;, mais c’est aussi la
dimension du noyau de f vu comme un endomorphisme réel. On en déduit rg(f) =n— (n—2m;) =2m;

Exercice 23 Soit les endomorphismes :

[ RJX] = R,[X] [ RJX] —
f'{ P — (XP) g‘{ P — (XP)

1. Soit P un polyndme non nul.

Déterminer deg(f(P)) et deg(g(P)) en fonction de deg(P).
2. Montrer que g est nilpotent.
3. Montrer que f est diagonalisable et déterminer son spectre.

,
4. Soit maintenant un autre polynome A, que 1’on notera A = Z agK*.

k=0
On considére maintenant :
P R,[X] — R,X] G- R,[X] — RyX
' P —s (AP ' P +— (AP)"

Les résultats précédents restent-ils vrais ?

Correction :
1. Onécrit P = a,x" + ... avec o, # 0 On a alors :

XP =0, + ...
(XP) =(n+1)o, X" +...
(XP)" =(n+ na, X" ' +...
comme (n+ 1)y, # 0, on a deg(f(P)) = deg(P) et de méme deg(g(P)) = deg(P) — 1.
REM : sideg(P) =0, alors g(P) =0 et deg(g(P)) = —oe.
2. Avec I’étude précédente, on a donc
deg (¢°(P)) =deg(P) —2
deg (5°(P)) = deg(P) 3

Ainsi, deg (¢"*!(P)) = —oo. Ainsi, g"~! =0.
3. Calculons f (Xk) pour k € iiOn.

1 (Xk> — (k+1)X*
Ainsi, X* est vecteur propre associé a la valeur propre k + 1 .

On en déduit que Sp(f) ={1,...,n+1}.
f an valeurs propres donc elle est diagnonalisale. On a méme : f diagonalise la base canonique.
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4. On regarde les degrés :
P=0,X"+--+ouX+ 0
PA =0ta, X"+ ..
F(P)= (PA) =a,(n+7)(n4+r—1)a,X" 7" 14 ...
Déja, sir# 1
Exercice 24

1. Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R> est :
2 1 1
A=11 2 1
1 1 2

Montrer que f est diagonalisable.
2. Soit f un endomophisme d’un espace vectoriel E de dimension n admettant (X —4)(X — 1)?> comme polyndme
annulateur.
Montrer que si f est diagonalisable alors (X —4)(X — 1) est annulateur de f.
3. Soit f un endomophisme d’un espace vectoriel E de dimension n admettant (X —4)(X — 1)?> comme polynome
annulateur.
On suppose que f n’est pas diagonalisable.
(a) Vérifier que (X —1)? — (X —4)(X +2) =9.
(b) En déduire que ker(f —4Id) @ ker ((f —1d)*) =E.
(c¢) En déduire que ker(f —Id) C ker ((f —1d)?) et ker(f —Id) # ker ((f —1d)?).
(d) On suppose que Sp(f) = {1,4}. Montrer qu’il existe une base % de E et 3 entiers naturels (r,s,7) non nuls
telsque r+s+t=net

AL, 0 0
Matg(f)=| 0 I, A| owAec.#,(R)
0 0 I

Correction :
1. OnaRg(A— L) =1 donc 1 est valeur propre d’ordre géométrique 2. La trace fait 6, donc 1’autre valeur propre est 4.

Au final :
m=X-12X—-4) m=dm(E)=2 my=dim(E;) =1

D’ou A est diagonalisable.
2. Supposons donc f diagonalisable. Comme f annule (X — 1)?(X —4) son spectre est inclus dans {1,4}. Comme f est
diagonalisable, son spectre est non vide.
SiSp(f)={1}alors f =1I; et donc annule (X — 1)(X —4). Si Sp(f) = {4} alors f =4I, et donc annule (X —1)(X —4).
SiSp(f) ={1,4} alors f annule (X —1)(X —4) Ge [] (X—A)).
Aes,
3. (a) Simple calcul (NB : c’est une relation de Bezoutps(ﬁ)r les polyndme, et cela s’obtient par division euclidienne

successive algo d’Euclide).
(b) Déja soit x € ker(f —4ld) Nker(f — Id) alors :

(f —Id)* (x) = 0 et (f —4Id)(f —2Id)(x) = 0 donc 9x = 0 puis x = 0
Soit maintenant x € E, on écrit :

9x = 91d(x) = (f —Id)* (x) — (f —4Id) (f +2Id) (x)
Ainsi :

x=(f—1d)? (g) —(f —#d) (f+21d) (g)
Or:

(f —1d)* (g) € ker(f — 41d) puisque f annule (X —4)*(X —1)

(f —4ld) (f +2Id) (g) € ker(f — Id)? idem
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(c) Larelation : ker(f —Id) C ker ((f —1d)?) est claire.
Supposons par I"absurde : ker(f —Id) = ker ((f — Id)?). On aurai alors

ker(f —4ld) @ ker(f —1d)) =E

et I’espace E serait somme directe de sous-espace propre donc f serait diagonalisable.
(d) On note : r = dim (ker(f —4Id)) = dim(E4). On construit alors (ej,...,e,) base de E4. On a bien pour tout
ie[l,r], f(e)) = 4e;i. s =dim (ker(f —Id)) = dim(E;), On construit alors (fi,..., fs) base de E;. On a bien

pour touti € [1,s], f(fi) = f
On considére maintenant H un supplémentaire de E; dans ker (f — Id )2, on note ¢ sa dimension, si bien que :

dim (ker(f— Id)z) =5+t
On construit alors (g1, .. .,g:) base de H. Considérons i € [1,¢], on a alors :

g € (f—Id)2 donc (f —1Id) (f(gi) —g) =0

Donc f(g;) —gi € ker (f —Id) = Vect(fi,...,fs). En prenant pour base de E, B = (e1,...,€r, f1,-- s [f5,81,---8t)s
on voit que la matrice de f dans cette base a bien la forme demandée.
NB : autre rédaction :

ker(f —4Id) @ker ((f —1d)*) =E

est une décomposition de E en deux sous-espace stable par f. Si on prend une base adaptée a cette décomposition,
alors la matrice de f est diagonale par bloc. En bas a droite de cette matrice, on trouve I’endomorphisme f induit
par f sur ker (f —Id)*.

ker (f —1d)* =ker(f —1d) & H

est une décomposition de ker (f — Id)?, avec ker (f — Id) stable par f (donc par I’endomorphisme f) donc la
matrice de f dans une base adaptée a cette décomposition est triangulaire par bloc.
Il reste a vérifier que les blocs sur la diagonale sont bien les matrices 41, I et I;.

Exercice 25

Soit un espace vectoriel E de dimension n, Z = (ey,...,e,) une base de E, et f un endomorphisme de E tel que :

Vie [1,n—1], f(e:) = eir1

—_

Montrer par I’absurde que f n’a pas de polyndme non nul annulateur de degré strictement inférieur a n.
En déduire que si f est diagonalisable alors son polyndme caractéristique est scindé a racine simple.
. On suppose maintenant que f(e,) = e;. Montrer que f" = Id.

w

n
4. Calculer f Z e .
i=1
On suppose que E est un R espace vectoriel. Que peut-on dire de Sp(f) ?
On suppose que E est un C espace vectoriel.
(a) Montrer que f est diagonalisable. Donner son spectre.
(b) Soit k£ un entier.
Calculer :

&N

(c¢) Conclure.

Correction :
1. Considérons, par I’absurde, un polynome P de degré [ < n annulateur de f, on peut toujours prendre P unitaire, et on
note :

P=X"+ta X'+ +aX +a
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6.

en appliquant a f, cela donne :
flra i f - +af+ald=0

on évalue en e, ce qui donne :
err1+ai—1e,+---+ajex+ape; =0

Ainsi, la famille (ey,...,e;11) est liée. Contradiction.
Si f est diagonalisable, alors f annule

(X—2)
A€Sp(f)

ce polynome est alors de degré n et donc f a n valeurs propres distinctes.
1l suffit de vérifier que :

Vie [[L’ﬂ]? fn(ei) =é€

ou de faire le calcul matricielement.
Clairement :

flei+-+e)=er+-+es1+er=e+---+ey,

. Si n est impair, I’équation X" = 1 n’admet que {1} comme solution, 1 est bien valeur propre (un vecteur propre associé

est (1,1,...,1)). C’est la seule.
Si n est pair, I’équation X" = 1 admet deux solutions : {1,—1} comme solution. 1 est bien valeur propre. On peut
vérifier que —1 est bien valeur propre en calculant :

(a) Le polynome X" — 1 est scindé a racines simples (ses n racines sont les racines n-ieme de 1’unité). Ainsi, f est
diagonalisable puisqu’il annule un polyndéme scindé a racine simple. Avec les premieres questions, on en déduit
que son polyndme caractéristique est scindé a racines simples, et les valeurs propres sont nécessairement des
racines n-iéme de 1’unité. Ainsi,

keﬂo,n—l]]}

2ikm

Sp(f) = {e "

Pour faciliter les notations, on note & = e’ si bien que :

sp(f) = {&ke on—17
(b) On calcule donc :

n
=e; +&71) Ele
j=1
k C 14 k < 14
=6 Y Elej =8 ) &M
=1 =1

300



(c) On en déduit que pour tout k € [1,n]] £"* est bien valeur propre et qu’un vecteur propre associé est :

(5k’§2k7m7§_n>

On a donc trouvé n valeurs propres distincts, et donc f est diagonalisable. De plus les sous-espaces sont de
dimension 1, et on a trouvé une base :

X = (ék, E%* ., 5") base de Ey(f) espace propre associé a £" %

avec (xi,...,x,) base de E
NB : on va plutdt utiliser les vecteurs propres : (1, ERE2k 5”_1) et décomposer la matrice de f dans la base
B
00 01
10
01 O
Maty(f) = S =vpv~!
0
1 0

gn—l

et V une vandermonde :

1 1 1 .. 1
£ g2 & . gn-l
Vv g'z §‘3 g4 52("1_1) =V (E,E2%,....&" )

én‘fl gz(r‘zfl) é3(n71) g(nfl')(nfl)

Exercice 26 Soit f I’endomorphisme :

f:{ M,(R) — M,(R)

Mo amrpmT 2ec (@D ER

1. Montrer que f admet un polyndme annulateur de degré 2. En déduire que f est diagonalisable.
2. Déterminer les espaces propres de f.

Exercice 27 Etudier les variations de la fonction de R dans R :
fixr— X —x—1

Soit A une matrice de M, (R) telle que A*> = A + I,. Montrer que det(A) > 0.

Correction :
1 11

La fonction f a la forme usuelle d’une cubique, croissante sur | — oo, — \/3], puis décroissante sur [—7, F] puis croissante

W

sur [%, +oo[. On constate que f (—%) < 0, donc f ne s’annule sur R qu’en un unique point ¢ € [1,2].

On en déduit la factorisation de X3 — X — 1 sur C :

X3_X—1=(X—O‘)(X_ﬁ)<X_B>
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ou B eC\R.
On en déduit que A est diagonalisable sur C (car annule un polynéme scindé a racines simple). Ainsi, il existe une matrice
P € GL,(C) telle que :

A = PDP~! o1 D est une matrice diagonale

D contient un certain nombre de o, B et 8 sur sa diagonale. B
On écrit ensuite 4, comme ¢’est un polyndome réel, I’ordre de 3 et de 3 est le méme :

na

= (X—-a)" (X—B)" (x~B)

Ainsi, D contient n; fois a, ny fois B et ny fois B sur sa diagonale. Notons que n; ou n; peut étre nul mais que n; + 21y = n.
Cela donne alors :

det(A) = o™ BB = o™ |B[*> > 0

Exercice 28 Soit u un endomorphisme tel que uo P(u) = 0 ot P est un polyndéme de R[X] tel que P(0) soit non nul.

1. Montrer que ker(«) et Im(u) sont supplémentaires.
2. Montrer que Im(u) = ker(P(u)).
3. On suppose que P n’a pas de racine réelle, en utilisant un endomorphisme induit, montrer que rg(u) est pair.

Correction :

1. En dimension finie, il suffit de montrer que ker(x) N Im(u) = {0}. Soit donc x € ker(«) N Im(u), ainsi u(x) = 0 et
x = u(a) pour un certain a. On en déduit que u?(a) = 0, e donc que pour tout k > 2, u*(a) = 0.
On écrit alors P = ag + ZZ: LaxX*, avec donc ag # 0. Ainsi, XP = apX + Zle a;X**1. en appliquant a u puis 2 a, cela
donne :

(uoP(u)) (a) =apu(a) =0

comme ap # 0, cela donne u(a) =0ie x =0.
En dimension infinie, il faut en plus faire 1’analyse synthése. Pour cela, on écrit la relation de Bezout : P —
X Zle a; X! = ag donc pour un x € E quelconque : :

1
X —a—o(ao)x
Lo - - (o ¥ a1 ) 0
=— ujxX)——\uo aru X
do o k=1 ¢
La premier terme :
1
—P(u)(x) € ker(u)
ao
tandis que :

d
(uo Z akuk_l> (x) € Im(u)
k=1
2. Soitx € Im(u), alors x s’écrit x = u(a), on a alors

Pu)(x) =P(u) (u(a))

P(u)ou(a) =0

donc x € ker(P(u)).
Soit maintenant x € ker(P(u)), on en déduit :
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Exercice 29 Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un C-espace vectoriel de dimension finie et a et b deux éléments

distincts de C.
1. Montrer que Ker(f — ald) et Ker ((f = bId)z) sont en somme directe.
2. Montrer que Ker(f —ald) = Ker ((f —ald)?).
3. Vérifier que :

1

VxeE, x=
X X h—ua

(bx — f(x) + f(x) — ax)
4. En déduire que :
Ker ((f —ald)o (f —bld)) = ker(f —ald) ® ker(f — bld)

5. Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel tel que f2 soit diagonalisable, en décomposant E en somme
directe, montrer que f est diagonalisable si et seulement si Ker(f) = Ker(f?).

Exercice 30 Soit f un endomorphisme non nul de R> tel que £ + f = 0, montrer qu’il existe une base Z de R? telle que :

0 0
0 —1
1 0

Maty(f) =

S O O

Correction : En gros, il faut trouver une base (ey,es,e3) de R? tel que e; dans le moyau, f(e2) = e3 et f(e3) = es.
L’endomorphisme f annule X +X = X (X — j)(X — j). Ainsi :
Xr=XX=)PX =)
avec a+2b = 3. On en déduit qu’il y a deux possibilités :a=1,b=2eta=3,b=0.
Supposonsa =3etb=0, xy = X3, donc f3=0et f =0, ce qui n’est pas le cas. Donc, ce n’est pas possible et a = 1 et
b=2.
Ainsi, dim(Ep) = 1 (ie dim(ker(f) = 1).
On vérifie alors que :
R? = ker(f) @ ker(f* +1d)

Montrons que la somme est directe : si x € ker(f) Nker(f>+1Id), alors f(x) =0, et f>(x) = —x, on en déduit que x = 0.
soit maintenant x € E, on vérifie (éventuellement apres analyse synthese) :

x=f2(x) +x+—f*(x)
\—\a,—/ T
ona:

f(a) = £3(x) + f(x) = 0 et donc a € ker(f)
FAb) = —fHx) == (f(x) = f(f(x)) = f2(x) = —b et donc b € ker(f* +1d)

D’oti la relation : R? = ker(f) @ ker(f2 4 1d). On prend donc e; base de ker(f) (qui est de dimension 1).. Considérons
maintenant e, vecteur quelconque non nul de ker( £+ Id), et notons ez = f(e>). On doit vérifier que (e2,e3) est libre. On
considere donc (a, B) € R?, tels que :

aer+Pes=0

on applique f :
ez —Per=—Per+ae;=0

(rappel e, et e3 sont dans ker(f2 +1d) ) on fait B1; + al,, cela donne :
(B> +a?)ez =0

il reste a vérifier que e3 # 0 : comme e, # 0 et e, € ker(f? + Id) alors ey ¢ ker(f), donc e3 # 0.
On en déduit (% + a?) =0, donc o = B = 0. Ainsi, (e, e3) est libre, puis comme on a la décomposition en somme
directe, on en déduit que (e, e, e3) est une base. Dans cette base la matrice de f a la forme demandée.
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Exercice 31 Soit A une matrice de M,(R). On considere :

A A
(o %)
1. Soit P un polynoéme, déterminer P(B) en fonction de P(A).
2. Montrer que si B est diagonalisable alors A est diagonalisable et Sp(A) = 0.

3. En déduire que B est diagonalisable si et seulement si A est nulle.
4. Montrer que B est trigonalisable si et seulement si A est trigonalisable.

Exercice 32 Etude des endomorphismes de rang 2

1. Soit g un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 2, écrire son polyndme caractéristique en fonction de
tr(g) et det(g).Utiliser alors le théoreme de Cayley-Hamilton.
2. Soit f un endomorphisme de rang 2.
(a) Montrer qu’ il existe une base 4 dans laquelle :

05—
Matg(f) = (g 0n27;n22> avecC € M etE € My_»»

(b) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que :
X =X"+aX" ' 4 bx"?

(c) Montrer que f possede un polyndme annulateur de degré 3.

(d) Qu’ en déduire pour card(Sp(f))?

(e) On suppose que card(Sp(f)) = 1. Montrer que f est nilpotent d’ordre 3 et qu’ il n’est pas diagonalisable.
(f) On suppose que card(Sp(f)) = 3, montrer que f est diagonalisable.

(2) On suppose que card(Sp(f)) = 2, montrer qu’il existe une base %’ dans laquelle :

a 0 0 ... O
ay ap 0 0
Mat(ﬁ/: as 0 as O
a, 0 ... 0 a,

Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f2 = a; f. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur
les coefficients de A’ pour que f soit diagonalisable.

# Calcul numérique de la valeur propre de plus grand module
Exercice 33 Lien avec le cours d’informatique

Soit A € .#,(K) une matrice carrée. On suppose que A est diagonalisable et on note Sp(A) = {Ai, ..., A, }. On suppose
aussi que la valeur propre A, de plus grand module est simple, ie Vi € [1,n— 1], |A;] < |A,].
Justifier alors que :

T Ap-H
lim LA

—— =
p—+ Tr(AP)

Application en informatique : en utilisant la fonction dot (A,B) qui calcule le produit de deux 2d-array A et B, écrire
une fonction donnant une approximation de A,,.

na:

p—rteo

(AP = Y AP ~ AP
k=1
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. Tr(APth
M Ty,

Cela donne le programme suivant :

20

22

24

26

28

30

32

34

36

38

40

from pylab import *

def tr(A):
nmnn
entrée: A = array nxn
matrices réelle
float = la trace de A

sortie: s
n, m = shape(4A)

S = sum([ A[i,i] for i in range(m)])
return S

def vp(A, eps):
nmnn
entrée: A = array nxn
= matrices réelle
A doit avoir sa valeur propre de plus haut module simple
eps = float >0 = précision
sortie: un = float
plus grande valeur propre (en valeur absolue de A)
nmun
An = A.copy() # valeur courante de Ax*n
Anp1l dot (A,An) # valeur courante de Ax*x(n+1)

un = tr (Anpl)/tr (An)
An = Anpl

Anpl = dot (A, An)

unpl = tr(Anpl)/tr (An)

while abs(unpl - un) > eps:
un = unpl
An = Anpil

Anpl = dot (A, An)
unpl = tr(Anpl)/tr(An)

return un

# matrice aléatoire 5x5
A = array ([ [rand() for i in range(5)] for j in range(5) 1)
lam = vp(A, 10%*(-3))

print ("plus grande valeur propre de A:", lam)
W, V = eig(4)
print("valeurs propres trouvées par la bibliothéque:", W)
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